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Ãëàâà 1. Ïðåäûñòîðèÿ ïîíÿòèÿ âåðîÿòíîñòè

è ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ

1. Ïåðâûå äàííûå

Ñåé÷àñ óæå òðóäíî óñòàíîâèòü, êòî âïåðâûå ïîñòàâèë âîïðîñ, ïóñòü è â íåñî-
âåðøåííîé ôîðìå, î âîçìîæíîñòè êîëè÷åñòâåííîãî èçìåðåíèÿ âîçìîæíîñòè
ïîÿâëåíèÿ ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ. ßñíî îäíî, ÷òî ìàëî-ìàëüñêè óäîâëåòâîðè-
òåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîòðåáîâàë äëèòåëüíîãî âðåìåíè è çíà÷èòåëü-
íûõ óñèëèé ðÿäà ïîêîëåíèé âûäàþùèõñÿ èññëåäîâàòåëåé. Â òå÷åíèå äîë-
ãîãî ïåðèîäà èññëåäîâàòåëè îãðàíè÷èâàëèñü ðàññìîòðåíèåì ðàçíîãî ðîäà
èãð, îñîáåííî èãð â êîñòè, ïîñêîëüêó èõ èçó÷åíèå ïîçâîëÿåò îãðàíè÷èâàòü-
ñÿ ïðîñòûìè è ïðîçðà÷íûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè. Îäíàêî ñëåäóåò
çàìåòèòü, ÷òî ìíîãèå îòëè÷íî ïîíèìàëè òî, ÷òî ïîçäíåå áûëî ïðåêðàñíî
ñôîðìóëèðîâàíî Õðèñòèàíîì Ãþéãåíñîì: ¾. . . ÿ ïîëàãàþ, ÷òî ïðè âíèìà-
òåëüíîì èçó÷åíèè ïðåäìåòà ÷èòàòåëü çàìåòèò, ÷òî èìååò äåëî íå òîëüêî ñ
èãðîé, íî ÷òî çäåñü çàêëàäûâàþòñÿ îñíîâû î÷åíü èíòåðåñíîé è ãëóáîêîé
òåîðèè¿.

Ìû óâèäèì, ÷òî ïðè äàëüíåéøåì ïðîãðåññå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ãëóáî-
êèå ñîîáðàæåíèÿ êàê åñòåñòâåííîíàó÷íîãî, òàê è îáùåôèëîñîôñêîãî õàðàê-
òåðà èãðàëè áîëüøóþ ðîëü. Ýòà òåíäåíöèÿ ïðîäîëæàåòñÿ è â íàøè äíè: ìû
ïîñòîÿííî íàáëþäàåì, êàê âîïðîñû ïðàêòèêè � íàó÷íîé, ïðîèçâîäñòâåí-
íîé, îáîðîííîé � âûäâèãàþò ïåðåä òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé íîâûå ïðîáëåìû
è ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè ðàñøèðåíèÿ àðñåíàëà èäåé, ïîíÿòèé è ìåòîäîâ
èññëåäîâàíèÿ.

Íà ïåðâîì ýòàïå èçó÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé âíèìàíèå ó÷åíûõ áûëî
ñîñðåäîòî÷åí íà òðåõ çàäà÷àõ: 1) ïîäñ÷åò ÷èñëà ðàçëè÷íûõ âîçìîæíûõ èñ-
õîäîâ ïðè áðîñàíèè íåñêîëüêèõ êîñòåé; 2) ðàçäåë ñòàâêè ìåæäó èãðîêàìè,
êîãäà èãðà ïðåêðàùåíà ãäå-òî ïîñåðåäèíå; 3) îïðåäåëåíèå ÷èñëà áðîñàíèé
äâóõ èëè íåñêîëüêèõ êîñòåé, ïðè êîòîðûõ ÷èñëî ñëó÷àåâ, áëàãîïðèÿòñòâóþ-
ùèõ âûïàäåíèþ íà âñåõ êîñòÿõ îäèíàêîâûõ ãðàíåé (íàïðèìåð, ¾øåñòåðîê¿)
õîòÿ áû ïðè îäíîì áðîñàíèè áûëî áîëüøèì, ÷åì ÷èñëî ñëó÷àåâ, êîãäà ýòî
ñîáûòèå íå ïîÿâèòñÿ íè ðàçó.

×èñëî ðàçëè÷íûõ èñõîäîâ ïðè áðîñàíèè òðåõ èãðàëüíûõ êîñòåé áûëî
îïðåäåëåí â 960 ã. åïèñêîïîì Âèáîëäîì èç ãîðîäà Êàìáðý. Îí ñ÷èòàë, ÷òî
òàêèõ èñõîäîâ 56 (îí íå ïðèíèìàë âî âíèìàíèå òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî äàí-
íîå ÷èñëî î÷êîâ ìîæåò ïîÿâèòüñÿ íà ëþáîé èç òðåõ êîñòåé). Áðîñàíèþ òðåõ
êîñòåé Âèáîëä ïðèäàë ðåëèãèîçíóþ òðàêòîâêó � ñ ïîÿâëåíèåì êàæäîãî íà-
áîðà òðåõ ÷èñåë îí ñâÿçàë îäíó èç 56 äîáðîäåòåëåé. Îïèñàíèå ïðàâèëüíûõ
ïîäñ÷åòîâ áûëî äàíî â XI âåêå ëåòîïèñöåì Áàëäåðèêóñîì, à ïîÿâèëîñü îíî
â ïå÷àòè ëèøü â 1615 ã.

Ïîïûòêà ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî èñõîäîâ ïðè áðîñàíèè òðåõ èãðàëüíûõ êî-
ñòåé, âêëþ÷àÿ è ïåðåñòàíîâêè, èìååòñÿ â ïîýìå Ðè÷àðäà äå Ôîðíèâàëü
(1200�1250) �De vetula�, íàïèñàííîé â ïðîìåæóòêå îò 1220 äî 1250 ã. Â ÷à-
ñòè ïîýìû, ïîñâÿùåííîé èãðàì è ñïîðòó, èìåþòñÿ ñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ:
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¾Îäèíàêîâîå ÷èñëî î÷êîâ íà òðåõ êîñòÿõ ìîæíî ïîëó÷èòü øåñòüþ ñïîñî-
áàìè. Åñëè ÷èñëî î÷êîâ íà äâóõ êîñòÿõ ñîâïàäàåò, à íà òðåòüåé îò íåãî
îòëè÷íî, òî ìû èìååì 30 ñïîñîáîâ, ïîñêîëüêó îäíà ïàðà ìîÿ áûòü âûáðàíà
6 ñïîñîáàìè, à òðåòüå ÷èñëî ëèøü ïÿòüþ. Åñëè î÷êè íà âñåõ êîñòÿõ ðàçëè÷-
íû, òî ìû èìååì 20 ñïîñîáîâ, ïîòîìó ÷òî 30 ðàç ïî 4 ðàâíî 120, íî êàæäàÿ
âîçìîæíîñòü ïîÿâëÿåòñÿ 6 ñïîñîáàìè. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò âñåãî 56
âîçìîæíîñòåé.

Îäèíàêîâûå ÷èñëà î÷êîâ íà âñåõ êîñòÿõ ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî åäèí-
ñòâåííûì ñïîñîáîì; îäèíàêîâûå ÷èñëà î÷êîâ íà äâóõ êîñòÿõ, à òðåòüå îò-
ëè÷íîå îò íèõ � òðåìÿ ñïîñîáàìè¿.

Õîòÿ â òåêñòå ÿâíî óêàçàíî ëèøü ÷èñëî ñëó÷àåâ ïî Âèáîëäó (56), íî
ôàêòè÷åñêè Ðè÷àðä äå Ôîðíèâàëü ïîëíîñòüþ ïîäãîòîâèë ïîäñ÷åò îáùåãî
÷èñëà ðàâíîâåðîÿòíûõ ñëó÷àåâ ïðè áðîñàíèè òðåõ êîñòåé, à èìåííî 6 · 1 +
30 · 3+20 · 6 = 216. Äàëåå Ôîðíèâàëü ïðèâåë òàáëèöó, â êîòîðîé âû÷èñëåíû
÷èñëà ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà äàííàÿ ñóììà î÷êîâ íà
âñåõ òðåõ êîñòÿõ. Ìû ïðèâåäåì ýòó òàáëèöó â óêîðî÷åííîì âèäå.

Ñóììà ×èñëî Ñóììà ×èñëî Ñóììà ×èñëî
ñïîñîáîâ ñïîñîáîâ ñïîñîáîâ

3 18 1 6 15 10 9 12 25
4 17 3 7 14 15 10 11 27
5 16 6 8 13 21

Â ïåðâûõ äâóõ ñòîëáöàõ ïðèâåäåíû ñóììû î÷êîâ íà òðåõ êîñòÿõ, à â
òðåòüåì ñòîëáöå � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ, ïðè êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ ýòà
ñóììà. Âñå ïîäñ÷åòû âûïîëíåíû áåç îøèáîê, äà è ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåäåí-
íûå àâòîðîì, âïîëíå ëîãè÷íû è äàæå ìîæíî ñêàçàòü ñîâðåìåííû â íàøåì
ñìûñëå ñëîâà. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî çàñëóæèâàåò áûòü îòìå÷åííûì, ïîñêîëü-
êó ýòè æå ñàìûå ïîäñ÷åòû ÷åðåç äâåñòè ñ ëèøíèì ëåò áûëè âûïîëíåíû
íåïðàâèëüíî. À èìåííî â 1477 ã. Áåíâåíóòî Ä'Èìîëà èçäàë â Âåíåöèè ¾Áî-
æåñòâåííóþ êîìåäèþ¿ Äàíòå, ñíàáäèâ åå êîììåíòàðèÿìè. Â êîììåíòàðèè
ê VI ÷àñòè ¾×èñòèëèùà¿, â êîòîðîé ãîâîðèòñÿ îá èãðîêå â êîñòè, Ä'Èìîëà
ïðîèçâåë ïîäñ÷åòû øàíñîâ. Ñîãëàñíî åãî ðàññóæäåíèÿì ñóììà î÷êîâ ïðè
áðîñàíèè òðåõ êîñòåé, ðàâíàÿ 3, 4, 17 è 18, ìîæåò ïîëó÷àòüñÿ îäíèì åäèí-
ñòâåííûì ñïîñîáîì. Îøèáêà Á. Ä'Èìîëà î÷åâèäíà è åå íåò íóæäû êîììåí-
òèðîâàòü.

Çàñëóæèâàåò ñïåöèàëüíîãî óïîìèíàíèÿ îäíà èç ïåðâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
êíèã íà÷àëà ýïîõè èòàëüÿíñêîãî Âîçðîæäåíèÿ, íàïèñàííàÿ Ëóêîé Ïà÷îëè
(îê. 1445�îê. 1514) è íîñèâøàÿ íàèìåíîâàíèå ¾Ñóììà çíàíèé ïî àðèôìå-
òèêå, ãåîìåòðèè, îòíîøåíèÿì è ïðîïîðöèîíàëüíîñòè¿. Íàïèñàíà ýòà êíèãà
áûëà â 1487 ã., íî èçäàíà ëèøü ÷åðåç ñåìü ëåò â Âåíåöèè. Ïîñêîëüêó çàäà÷è
Ëóêè Ïà÷îëè ñûãðàëè îïðåäåëåííóþ ðîëü â ôîðìèðîâàíèè èíòåðåñà ê òåî-
ðèè âåðîÿòíîñòåé, ìû ïðèâåäåì èõ ôîðìóëèðîâêó. Â ðàçäåëå ¾íåîáû÷íûõ
çàäà÷¿ â óïîìÿíóòîé êíèãå áûëè ïîìåùåíû äâå ñëåäóþùèå:

1. Êîìïàíèÿ èãðàåò â ìÿ÷ äî 60 î÷êîâ è äåëàåò ñòàâêó â 22 äóêàòà. Â
ñâÿçè ñ íåêîòîðûìè îáñòîÿòåëüñòâàìè èãðà ïðåêðàùåíà äî åå îêîí÷àíèÿ
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ïðè÷åì îäíà ñòîðîíà â ýòîò ìîìåíò èìååò 50, äðóãàÿ - 30 î÷êîâ. Ñïðàøè-
âàåòñÿ, êàêóþ ÷àñòü îáùåé ñòàâêè äîëæíà ïîëó÷èòü êàæäàÿ ñòîðîíà?

2. Òðîå ñîðåâíóþòñÿ â ñòðåëüáå èç àðáàëåòà. Êòî ïåðâûì äîñòèãíåò 6
ëó÷øèõ ïîïàäàíèé, òîò âûèãðûâàåò. Ñòàâêà 10 äóêàòîâ. Êîãäà ïåðâûé ïî-
ëó÷èë 4 ëó÷øèõ ïîïàäàíèÿ, âòîðîé 3, à òðåòèé 2, îíè íå õîòÿò ïðîäîëæàòü
è ðåøàþò ðàçäåëèòü ïðèç ñïðàâåäëèâî. Ñïðàøèâàåòñÿ, êàêîé äîëæíà áûòü
äîëÿ êàæäîãî?

Ïà÷îëè ïðåäëîæèë ðåøåíèå, êîòîðîå ïîçäíåå ìíîãîêðàòíî îñïàðèâà-
ëîñü, ïîñêîëüêó îíî áûëî ïðèçíàíî îøèáî÷íûì. À èìåííî, îí ïðåäëîæèë
äåëèòü ñòàâêó ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëó âûèãðàííûõ ïàðòèé. Òàêèì îáðà-
çîì, â ïåðâîé çàäà÷å ðåøåíèå Ïà÷îëè òàêîâî: ïåðâûé äîëæåí ïîëó÷èòü 5/8
ñòàâêè, ò.å. 13,75 äóêàòà, à âòîðîé 3/8 ñòàâêè, ò.å. 8,25 äóêàòà. Âî âòîðîé æå
çàäà÷å, ñîãëàñíî Ïà÷îëè, ïåðâûé äîëæåí ïîëó÷èòü 4 è 4/9 äóêàòà, âòîðîé
3 è 3/9 äóêàòà è òðåòèé 2 è 2/9 äóêàòà.

2. Èññëåäîâàíèÿ Äæ. Êàðäàíî è Í. Òàðòàëüÿ

Íåñîìíåííî, ÷òî ñóùåñòâåííîå ïðîäâèæåíèå â ðåøåíèè ïåðâè÷íûõ çàäà÷
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñâÿçàíî ñ èìåíàìè èòàëüÿíñêèõ ó÷åíûõ Äæ. Êàðäàíî
(1501�1575) è Í. Òàðòàëüÿ (îê. 1499�1557). Â ðóêîïèñè ¾Êíèãà îá èãðå â êî-
ñòè¿, äàòèðîâàííîé ñàìèì Êàðäàíî 1526 ã., íî èçäàííîé ëèøü â 1563 ã., áûëè
ðåøåíû ìíîãèå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ áðîñàíèåì èãðàëüíûõ êîñòåé è âûïà-
äåíèåì íà íèõ òîãî èëè èíîãî ÷èñëà î÷êîâ. Îí ïðàâèëüíî ïîäñ÷èòàë ÷èñëà
ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ, êîòîðûå ìîãóò ïðîèçîéòè ïðè áðîñàíèè äâóõ è òðåõ
êîñòåé. Ñëîâåñíûå ôîðìóëèðîâêè ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî ñëîæíû, Âîò, äëÿ
ïðèìåðà, ÷òî îí ïèñàë â ãëàâå XI ¾Î áðîñàíèè äâóõ êîñòåé¿: ¾Ïðè áðîñà-
íèè äâóõ êîñòåé âîçìîæíû 6 ñëó÷àåâ ïî äâà îäèíàêîâûõ ÷èñëà è 15 ñëó÷àåâ
âûïàäåíèÿ ðàçíîãî ÷èñëà î÷êîâ, ò.å., ñ÷èòàÿ è äâîéíûå, 30. Ñëåäîâàòåëü-
íî, âñåãî âîçìîæíî 36 ñëó÷àåâ¿. Ïîä äâîéíûìè âûïàäåíèÿìè îí ïîíèìàåò
âûïàäåíèå íà äâóõ êîñòÿõ î÷êîâ, ïîëó÷àåìûõ ïåðåñòàíîâêîé. Íàïðèìåð,
äâîéíûì ê ñëó÷àþ âûïàäåíèÿ íà ïåðâîé êîñòè 2 î÷êîâ, à íà âòîðîé 5 áóäåò
âûïàäåíèå 5 î÷êîâ íà ïåðâîé êîñòè è 2 íà âòîðîé.

Êàðäàíî óêàçàë äàëåå ÷èñëî âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ ïîÿâëåíèÿ õîòÿ áû íà
îäíîé êîñòè îïðåäåëåííîãî ÷èñëà î÷êîâ. Òàêèõ ñëó÷àåâ îêàçàëîñü 11. Çàñëó-
æèâàþò óïîìèíàíèÿ ñëîâà Êàðäàíî: ¾÷èñëî ýòî ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî ñëó÷àåâ
îòñóòñòâèÿ äàííîãî ÷èñëà î÷êîâ. Ïî îòíîøåíèþ ê îáùåìó ÷èñëó ñëó÷àåâ
ïðè áðîñàíèè äâóõ êîñòåé îíî ñîñòàâëÿåò áîëüøå îäíîé øåñòîé è ìåíüøå
îäíîé ÷åòâåðòè¿. Çäåñü ó Êàðäàíî îøèáêà: íóæíî áûëî ñêàçàòü ìåíüøå
îäíîé òðåòè, ïîñêîëüêó 11/36 íå ìåíüøå, à áîëüøå 1/4.

Ýòî ìåñòî çàñëóæèâàåò ïðèñòàëüíîãî âíèìàíèÿ, ïîñêîëüêó Êàðäàíî äâà-
æäû ïðåäëîæèë ðàññìàòðèâàòü îòíîøåíèå, êîòîðîå òåïåðü ìû íàçûâàåì
êëàññè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè. À èìåííî, 1/6 � ýòî âåðîÿòíîñòü
ïîÿâëåíèÿ çàäàííîãî ÷èñëà î÷êîâ ïðè áðîñàíèè îäíîé êîñòè, à 11/36 �
âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü õîòÿ áû íà îäíîé êîñòè ãðàíü ñ çàäàííûì ÷èñëîì
î÷êîâ. Îçíà÷àåò ëè ýòî, ÷òî Êàðäàíî ðåøèë ðàññìàòðèâàòü âìåñòî ÷èñåë
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áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ øàíñîâ âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé, ò.å. ââåë â
ðàññìîòðåíèå êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè? Ñóäÿ ïî âñåìó, ýòî
áûëî îçàðåíèå òîëüêî äëÿ äàííîãî ïðèìåðà. Ïî-âèäèìîìó, Êàðäàíî õîòåë
âûÿñíèòü âîïðîñ: ÷òî ÷àùå ïðîèñõîäèò � ïðè áðîñàíèè îäíîé êîñòè âûïà-
äåíèå çàäàííîãî ÷èñëà î÷êîâ èëè æå ïðè áðîñàíèè äâóõ êîñòåé âûïàäåíèå
ýòîãî ÷èñëà î÷êîâ õîòÿ áû íà îäíîé êîñòè? Îòâåò áûë íàéäåí, è íà ýòîì
Êàðäàíî óñïîêîèëñÿ. Åäèíè÷íîå íàáëþäåíèå îí íå ñäåëàë îñíîâîé äëÿ îá-
ùåãî çàêëþ÷åíèÿ. Â ðåçóëüòàòå îí íå çàìåòèë, ÷òî ñòîÿë íà ïîðîãå ââåäåíèÿ
âàæíîãî ïîíÿòèÿ äëÿ âñåãî äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ áîëüøîé ãëàâû ìàòåìà-
òèêè, äà è âñåãî êîëè÷åñòâåííîãî åñòåñòâîçíàíèÿ.

Ýòîò âûâîä ïîäêðåïëÿåòñÿ òåì, ÷òî â ñëåäóþùåé ãëàâå, â êîòîðîé ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ áðîñàíèå òðåõ êîñòåé, Êàðäàíî óæå íå îáðàùàåòñÿ ê îòíî-
øåíèþ ÷èñëà áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ øàíñîâ ê ÷èñëó âñåõ âîçìîæíûõ. Âñå
óñèëèÿ Êàðäàíî çàòðàòèë íà ïîäñ÷åò ÷èñëà âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ.

Â òðèíàäöàòîé ãëàâå ¾Î ñëîæíûõ ÷èñëàõ, êàê äî øåñòè, òàê è ñâû-
øå è êàê äëÿ äâóõ, òàê è äëÿ òðåõ êîñòåé¿, Êàðäàíî âíîâü âîçâðàòèëñÿ ê
ðàññìîòðåíèþ îòíîøåíèé ÷èñëà áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ñëó÷àåâ ê ÷èñëó âñåõ
âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ. Îäíàêî è çäåñü Êàðäàíî íå çàìåòèë, ÷òî îí íàõîäèëñÿ
íà ãðàíè ââåäåíèÿ âàæíîãî äëÿ íàóêè ïîíÿòèÿ. Âîò åãî ïîäëèííûå ñëîâà:
¾Äåñÿòü î÷êîâ (â ñóììå � Á. Ã.) ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ èç äâóõ ïÿòåðîê è èç øå-
ñòåðêè è ÷åòâåðêè. Ïîñëåäíåå ñî÷åòàíèå âîçìîæíî ïðè ýòîì â äâóõ âèäàõ.
Òàêèì æå îáðàçîì äåâÿòü î÷êîâ ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ èç ïÿòåðêè è ÷åòâåðêè è
èç øåñòåðêè è òðîéêè, òàê ÷òî ýòî ñîñòàâëÿåò 1/9 âñåé ñåðèè1 è äâå äåâÿòûõ
åå ïîëîâèíû. Âîñåìü æå î÷êîâ ïîëó÷àåòñÿ èç äâóõ ÷åòâåðîê, èç 3 è 5 è èç
6 è 2. Âñåãî æå 5 âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ ñîñòàâëÿåò ïðèáëèçèòåëüíî 1/7 ÷àñòü
èç âñåé ñåðèè ... 7 î÷êîâ ñîñòàâëÿåòñÿ èç 6 è 1, èç 5 è 2, èç 4 è 3. Âñåãî,
ñòàëî áûòü, èìååòñÿ 6 âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ, ñîñòàâëÿþùèõ 1/6 âñåé ñåðèè.
À 6 ïîëó÷àåòñÿ ïî òàêîìó æå ðàñ÷åòó, êàê è 8; 5 � êàê 9; 4 � êàê 10; 3 �
êàê 11 è 2 � êàê 12¿.

Âíîâü Êàðäàíî îïåðèðóåò ôàêòè÷åñêè êëàññè÷åñêèì ïîíÿòèåì âåðîÿò-
íîñòè, íî íå çàìå÷àåò åãî çíà÷åíèÿ äëÿ èçó÷àåìûõ èì çàäà÷. Ðàññìàòðèâà-
åìûå èì îòíîøåíèÿ âîñïðèíèìàþòñÿ èì ñêîðåå ÷èñòî àðèôìåòè÷åñêè, êàê
äîëÿ ñëó÷àåâ, ÷åì êàê õàðàêòåðèñòèêà âîçìîæíîñòè ïîÿâëåíèÿ ñëó÷àéíîãî
ñîáûòèÿ ïðè èñïûòàíèè.

Â ãëàâå XI èìååòñÿ îäíî ïðåäëîæåíèå, êîòîðîå ðÿäîì àâòîðîì òðàêòó-
åòñÿ âåñüìà øèðîêî, õîòÿ, êàê ìû ñåé÷àñ óâèäèì, åãî ôîðìóëèðîâêà äîñòà-
òî÷íî íåîïðåäåëåííàÿ. Âîò ýòè ñëîâà Êàðäàíî: ¾Öåëàÿ ñåðèÿ èãð íå äàåò
îòêëîíåíèÿ, õîòÿ â îäíîé èãðå ýòî ìîæåò ñëó÷èòüñÿ. . . ïðè áîëüøîì ÷èñëå
èãð îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äåéñòâèòåëüíîñòü âåñüìà ïðèáëèæàåòñÿ ê ýòîìó ïðåä-
ïîëîæåíèþ¿. Ññûëàÿñü íà ýòî ìåñòî, Â. Â. Áîáûíèí2 ñäåëàë äàëåêî èäóùèé
âûâîä: ¾ýòîò çàêîí (áîëüøèõ ÷èñåë � Á. Ã.) óæå ñ äîñòàòî÷íîé ÿñíîñòüþ
áûë âûðàæåí â XVI ñòîëåòèè Êàðäàíîì â åãî ñòàòüå �De ludo aleae�. Ïîçäíåå

1Ïîä ñåðèåé Êàðäàíî ïðèíèìàë âñå âîçìîæíûå èñõîäû, ò.å. 36 ïðè áðîñàíèè äâóõ
êîñòåé è 216 ïðè áðîñàíèè òðåõ êîñòåé.

2Áîáûíèí Â. Â. ßêîâ I Áåðíóëëè è òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé.// Ìàò. îáðàçîâàíèå. - 1914.
� 4.
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Î. Ope3 â êíèãå, ïîñâÿùåííîé Êàðäàíî, ïèñàë, ÷òî ýòîò ïîñëåäíèé ôîð-
ìóëèðîâàë è èñïîëüçîâàë çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë â ðóäèìåíòàðíîé ôîðìå.
Âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî ìíåíèå Îðå èìååò íåêîòîðûå îñíîâàíèÿ, íî ñëåäóåò
çàìåòèòü, ÷òî ôîðìóëèðîâêà Êàðäàíî âåñüìà íåîïðåäåëåííà.

Â òîé æå êíèãå Êàðäàíî ïðèáëèçèëñÿ ê îïðåäåëåíèþ áåçîáèäíîé èãðû,
÷òî âèäíî èç ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ, çàèìñòâîâàííîãî èç ýòîé êíèãè:
¾Èòàê, èìååòñÿ îäíî îáùåå ïðàâèëî äëÿ ðàñ÷åòà: íåîáõîäèìî ó÷åñòü îáùåå
÷èñëî âîçìîæíûõ âûïàäåíèé è ÷èñëî ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîãóò ïîÿâèòü-
ñÿ äàííûå âûïàäåíèÿ, à çàòåì íàéòè îòíîøåíèå ïîñëåäíåãî ÷èñëà ê ÷èñëó
îñòàâøèõñÿ âîçìîæíûõ âûïàäåíèé, ïðèáëèçèòåëüíî â òàêîé æå ïðîïîðöèè
îïðåäåëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíûå ðàçìåðû ñòàâîê äëÿ òîãî, ÷òîáû èãðà øëà íà
ðàâíûõ óñëîâèÿõ¿. Îäíàêî ìíåíèå ðÿäà àâòîðîâ îòíîñèòåëüíî òîãî, ÷òî â
ýòîì ìåñòå Êàðäàíî ïðèáëèçèëñÿ ê êëàññè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ ïîíÿòèÿ
âåðîÿòíîñòè, ìíå ïðåäñòàâëÿåòñÿ îøèáî÷íûì.

Çàäà÷à Ïà÷îëè î ðàçäåëå ñòàâêè äî îêîí÷àíèÿ èãðû èíòåðåñîâàëà òàê-
æå è Êàðäàíî. Â êíèãå ¾Ïðàêòèêà îáùåé àðèôìåòèêè¿, èçäàííîé â 1539 ã.,
Êàðäàíî ïðèâåë ðÿä êðèòè÷åñêèõ çàìå÷àíèé â ñâÿçè ñ ðåøåíèåì Ïà÷îëè.
Îí óêàçàë íà òî, ÷òî Ïà÷îëè, ïðåäëàãàÿ äåëèòü ñòàâêó ïðîïîðöèîíàëüíî
÷èñëó óæå âûèãðàííûõ ïàðòèé, íèêàê íå ó÷èòûâàåò, êàê ìíîãî ïàðòèé åùå
íóæíî âûèãðàòü êàæäîìó èç èãðîêîâ. Ñîãëàñíî ìíåíèþ Êàðäàíî, åñëè s �
÷èñëî ïàðòèé, êîòîðîå ñëåäóåò âûèãðàòü, à p è q � ÷èñëà ôàêòè÷åñêè âû-
èãðàííûõ ïàðòèé ïåðâûì è âòîðûì èãðîêàìè, òî ñòàâêà äîëæíà äåëèòüñÿ
ìåæäó èãðîêàìè â îòíîøåíèè

(1 + 2 + . . . + (s− q)) : (1 + 2 + . . . + (s− p)).

Êàê ìû óâèäèì ïîçäíåå, ðåøåíèå, ïðåäëîæåííîå Êàðäàíîì, â îáùåì ñëó÷àå
îøèáî÷íî è ëèøü â íåêîòîðûõ âåñüìà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ îíî ïðèâîäèò ê
ïðàâèëüíîìó ðåçóëüòàòó.

Ê çàäà÷å î ðàçäåëå ñòàâêè âíîâü âåðíóëñÿ Í. Òàðòàëüÿ â êíèãå ¾Îáùèé
òðàêòàò î ìåðå è ÷èñëå¿, êîòîðàÿ áûëà îïóáëèêîâàíà â 1556 ãîäó. Åãî ïîäõîä
èçëîæåí â �20 êíèãè, îçàãëàâëåííîì ¾Îøèáêà áðàòà Ëóêè èç Áîðãî¿. Êðè-
òè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ Òàðòàëüÿ âåðíû è èìåþò ïîä ñîáîé ñåðüåçíûé çäðàâûé
ñìûñë. Âîò åãî ñëîâà: ¾Ýòî åãî ïðàâèëî ìíå íå êàæåòñÿ íè êðàñèâûì, íè
õîðîøèì, ïîòîìó ÷òî åñëè áû îäíà èç ýòèõ ñòîðîí èìåëà 10, à äðóãàÿ âîîá-
ùå íå èìåëà íèêàêîãî î÷êà, òî äåéñòâóÿ ïî òàêîìó ïðàâèëó, ïîëó÷èëîñü áû,
÷òî îäíà ñòîðîíà, èìåþùàÿ óêàçàííûå 10 î÷êîâ, äîëæíà áûëà áû âçÿòü âñå,
à äðóãàÿ íå ïîëó÷èëà áû íè÷åãî, ÷òî áûëî áû ñîâåðøåííî ëèøåíî ñìûñëà¿.

Äëÿ ïåðâîé çàäà÷è Ïà÷îëè (ñ èçìåíåííûì óñëîâèåì) Òàðòàëüÿ ïðåäëî-
æèë ñëåäóþùåå ðåøåíèå: ïåðâûé èãðîê, íàáðàâøèé 10 î÷êîâ, äîëæåí ïîëó-
÷èòü, âî-ïåðâûõ, ïîëîâèíó âñåé ñòàâêè è, âî-âòîðûõ, (10−0)/60 âñåé ñòàâêè,
èëè 22/6 äóêàòà, ò.å. âñåãî 14 è 2/3 äóêàòà, à âòîðîé 7 è 1/3 äóêàòà.

Ìû óâèäèì, ÷òî ðåøåíèå, ïðåäëîæåííîå Òàðòàëüÿ, òàêæå îøèáî÷íî. Íî
ñëåäóåò ñîãëàñèòüñÿ ñ òåì, ÷òî òðóäíî áûëî áû òðåáîâàòü îò íåãî ñàìîãî

3Ore O. Cardano. The gambling scholer. - Princeton, 1953.
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è åãî ïðåäøåñòâåííèêîâ ïðàâèëüíîãî ðåøåíèÿ, ïîñêîëüêó â íàóêå äëÿ ýòî-
ãî åùå íå áûëî âûðàáîòàíî íåîáõîäèìûõ ïîíÿòèé � ïîíÿòèÿ âåðîÿòíîñòè
è ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå Òàðòàëüÿ óáåäèòåëü-
íî ïîêàçûâàåò, ÷òî îí è ñàì íå äîâåðÿë ñâîåìó ðåøåíèþ. Âîò ýòè ñëîâà:
¾Ðàçðåøåíèå òàêîãî âîïðîñà ÿâëÿåòñÿ ñêîðåå äåëîì þðèñïðóäåíöèè, ÷åì
ðàçóìà, òàê ÷òî ïðè ëþáîì ñïîñîáå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íàéäóòñÿ ïîâîäû
äëÿ ñïîðîâ, íî, òåì íå ìåíåå, íàèìåíåå ñïîðíûì, êàê ìíå êàæåòñÿ, áóäåò
ñëåäóþùåå. . . ¿. Äàëåå îí ïðåäëîæèë äåëèòü ñòàâêó ïî òàêîìó ïðàâèëó: îò-
êëîíåíèå âûèãðûøà îò ïîëîâèíû ñòàâêè äîëæíî áûòü ïðîïîðöèîíàëüíî
ðàçíîñòè âûèãðàííûõ ïàðòèé. Â òîëüêî ÷òî ïðèâåäåííîì ïðèìåðå, â êîòî-
ðîì èãðà øëà äî øåñòèäåñÿòè î÷êîâ è ñòàâêà ðàâíÿëàñü 22 äóêàòàì, ïåðâûé
èãðîê âûèãðàë 10 ïàðòèé, à âòîðîé � 0, äîëè èãðîêîâ ñîãëàñíî ïðåäëîæå-
íèþ Òàðòàëüÿ òàêîâû:

14 è 2/3 = 11 + (10− 0)/60 · 22 è 11 + (0− 10)/60 · 22 = 7 è 1/3.

Â 1558 ã. áûëà îïóáëèêîâàíà êíèãà Ã. Ô. Ïåâåðîíå ¾Äâà êîðîòêèõ è
ëåãêèõ òðàêòàòà ïî íà÷àëàì àðèôìåòèêè è îñíîâàì ãåîìåòðèè¿. Â ýòîé
êíèãå áåç óêàçàíèÿ ïðåäøåñòâåííèêîâ áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à à ðàçäåëå
ñòàâêè. Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è òàêîâà: äâà ëèöà A è B èãðàþò â ìÿ÷ äî
âûèãðûøà îäíèì èç íèõ 10 ïàðòèé. Â òîò ìîìåíò, êîãäà èãðîê A âûèãðàë 7
ïàðòèé, à èãðîê B � 9, îíè ðåøèëè ïðåêðàòèòü èãðó. Êàê ñëåäóåò ðàçäåëèòü
ñòàâêó ìåæäó èãðîêàìè?

Ïåâåðîíå ïðåäëîæèë ðàçäåëèòü ñòàâêó â îòíîøåíèè 1 ê 6, ò.å. èãðîêó
A îòäàòü 1/7 ñòàâêè, à èãðîêó B � 6/7 ñòàâêè. Ýòî ðåøåíèå íåïðàâèëüíî.
Ëåãêî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî A äîëæåí ïîëó÷èòü 1/8, à èãðîê B � 7/8 ñòàâêè.
Â òî æå âðåìÿ îí äàë ïðàâèëüíîå ðåøåíèå â äâóõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èãðîêè
A è B âûèãðàëè ïî 9 ïàðòèé, à òàêæå â ñëó÷àå, êîãäà èãðîê A âûèãðàë 8
ïàðòèé, à èãðîê B � 9 ïàðòèé.

3. Èññëåäîâàíèÿ Ãàëèëåî Ãàëèëåÿ

Ìû âèäèì, ÷òî óæå â XVI âåêå âîçíèêëè çàäà÷è ÷èñòî âåðîÿòíîñòíîãî õà-
ðàêòåðà è óïîðíî ðàçûñêèâàëèñü ïîäõîäû ê èõ ðåøåíèþ. Ýòî íåèçáåæíî
ïðèâîäèëî ê íåîáõîäèìîñòè ðàçâèòèÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, êîìáèíàòîðíûõ ìå-
òîäîâ, à ñ äðóãîé ñòîðîíû � ê ïîèñêó òåõ ïîíÿòèé, â òåðìèíàõ êîòîðûõ áûëî
áû ìîæíî îïèñûâàòü âîçíèêàþùèå ñèòóàöèè. Îøèáêè, äîïóùåííûå îäíè-
ìè èññëåäîâàòåëÿìè, ïîäìå÷àëèñü äðóãèìè, Ýòè äðóãèå ïðåäëàãàëè ñâîè
ñïîñîáû ðåøåíèÿ, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü ïîäâåðãàëèñü êðèòè÷åñêîìó àíà-
ëèçó. Ïîñòåïåííî âûðàáàòûâàëèñü ïîäõîäû, êîòîðûå ïîçäíåå ñòàíîâèëèñü
îñíîâîé íîâîé òåîðèè è, âî âñÿêîì ñëó÷àå, ïîçâîëÿëè ðåøàòü îòäåëüíûå
çàäà÷è.

Çàñëóæèâàåò âíèìàíèÿ âêëàä â ýòîò ïðîãðåññ èçâåñòíîãî åñòåñòâîèñïû-
òàòåëÿ, ó÷åíîãî øèðîêèõ èíòåðåñîâ è âçãëÿäîâ � Ãàëèëåî Ãàëèëåÿ (1564�
1642). Åãî ðàáîòà ¾Î âûõîäå î÷êîâ ïðè èãðå â êîñòè¿, óâèäåâøàÿ ñâåò òîëüêî
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â 1718 ã., áûëà ïîñâÿùåíà ïîäñ÷åòó ÷èñëà âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ ïðè áðîñà-
íèè òðåõ êîñòåé. ×èñëî âñåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ Ãàëèëåé ïîäñ÷èòàë ñàìûì
ïðîñòûì è åñòåñòâåííûì ïóòåì � îí âîçâåë 6 (÷èñëî ðàçëè÷íûõ âîçìîæíî-
ñòåé ïðè áðîñàíèè îäíîé êîñòè) â òðåòüþ ñòåïåíü è ïîëó÷èë 63 = 216, ÷òî
íåîäíîêðàòíî íåïîñðåäñòâåííûì ïîäñ÷åòîì ïîëó÷àëîñü è ðàíåå.

Äàëåå Ãàëèëåé ïîäñ÷èòàë ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíî òî èëè äðóãîå çíà÷åíèå ñóììû âûïàâøèõ íà êîñòÿõ î÷êîâ.
ßñíî, ÷òî ýòà ñóììà ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå îò 3 äî 18. Ïðè
ïîäñ÷åòå Ãàëèëåé ïîëüçîâàëñÿ ïîëåçíîé èäååé � êîñòè íóìåðîâàëèñü (ïåð-
âàÿ, âòîðàÿ, òðåòüÿ) è âîçìîæíûå èñõîäû çàïèñûâàëèñü â âèäå òðîåê ÷èñåë,
ïðè÷åì íà ñîîòâåòñòâóþùåì, ìåñòå ñòîÿëî ÷èñëî î÷êîâ, âûïàâøåå íà êîñòè
ñ äàííûì íîìåðîì. Ýòà ïðîñòàÿ ìûñëü äëÿ ñâîåãî âðåìåíè áûëà âåñüìà
ïîëåçíîé. Ïðèâåäåì òåïåðü ïîäëèííûå ñëîâà Ãàëèëåÿ: ¾. . . õîòÿ 9 è 12 ïî-
ëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå ñòîëüêèõ æå êîìáèíàöèé, êàê 10 è 11, è âñëåäñòâèå
ýòîãî äîëæíû áûëè áû ïðèçíàâàòüñÿ ðàâíîöåííûìè, ìû âèäèì, òåì íå ìå-
íåå, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïðîäîëæèòåëüíûõ íàáëþäåíèé èãðîêè âñå æå ñ÷èòàþò
áîëåå âûèãðûøíûìè 10 è 11, ÷åì 9 è 12. Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî 9 è 10
(ìû ãîâîðèì î íèõ, èìåÿ â âèäó òàêæå 12 è 11) ïîëó÷àþòñÿ èç òîãî æå ÷èñëà
êîìáèíàöèé: 9 èç 1, 2, 6 � 1, 3, 5 � 1, 4, 4 � 2, 2, 5 � 2, 3, 4 � 3, 3, 3, ò.å. èç
øåñòè òðîåê, à 10 èç 1, 3, 6 � 1, 4, 5 � 2, 2, 6 � 2, 3, 5 � 2, 4, 4 � 3, 3, 4 è íè
ïðè êàêèõ äðóãèõ ñî÷åòàíèÿõ, êðîìå ýòèõ øåñòè¿ (G. Galilei, Opera, t. XIV,
p. 293, Fiorentina, 1855).

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ, ïî÷åìó æå âñå-òàêè ñóììà 10 îêàçû-
âàåòñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîé, ÷åì 9? Îòâåò çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:
¾1. Òðîéêè, èëè äðóãèìè ñëîâàìè, ÷èñëà, ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè âûïàäåíèè
òðåõ êîñòåé ñ òðåìÿ îäèíàêîâûìè î÷êàìè, íå ìîãóò ïîëó÷èòüñÿ èíà÷å, êàê
îäíèì ñïîñîáîì; 2. Òðîéêè, îáðàçóþùèåñÿ èç äâóõ îäèíàêîâûõ è òðåòüåãî
îòëè÷íîãî îò íèõ, ìîãóò ïîëó÷àòüñÿ òðåìÿ ñïîñîáàìè; 3. Òå æå, êîòîðûå ïî-
ëó÷àþòñÿ èç òðåõ ðàçëè÷íûõ î÷êîâ, ìîãóò ïîëó÷àòüñÿ øåñòüþ ñïîñîáàìè.
Èç ýòèõ ïîëîæåíèé ìû ëåãêî âûâîäèì, êàêèìè ñïîñîáàìè èëè, ëó÷øå ñêà-
çàòü, ïðè êàêèõ âûõîäàõ òðåõ êîñòåé ìîãóò ïîëó÷àòüñÿ âñå ÷èñëà¿ (òàì æå,
ñ. 295). Â çàâåðøàþùåé ÷àñòè ðàáîòû Ãàëèëåé ïðèâåë ñëåäóþùóþ òàáëèöó.

10 9 8 7 6 5 4 3
631 6 621 6 611 3 511 3 411 3 311 3 211 3 211 1
622 3 531 6 521 6 421 6 321 6 221 3
541 6 522 3 431 6 331 3 222 1
532 6 441 3 422 3 322 3
442 3 432 6 332 3
433 3 333 1

27 25 21 15 10 6 3 1

Â âåðõíåé ñòðîêå óêàçàíû çíà÷åíèÿ ñóììû ÷èñåë âûïàâøèõ î÷êîâ. Ïåð-
âûå òðè öèôðû â êàæäîé êëåòêå óêàçûâàþò êàê ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ ñóììà â
ñîîòâåòñòâóþùåì ñòîëáöå, ÷åòâåðòàÿ öèôðà - ÷èñëî âîçìîæíûõ ðàçëè÷íûõ
ñëó÷àåâ. Íàïðèìåð, ïðîòèâ òðîéêè 631 óêàçàíî 6 ñëó÷àåâ; âîò îíè: 631 �
136 � 316 � 613 � 163 � 361. Êîìáèíàöèÿ 361, äëÿ ïðèìåðà, îçíà÷àåò, ÷òî
íà ïåðâîé êîñòè âûïàëè 3 î÷êà, íà âòîðîé � 6 è íà òðåòüåé � 1.
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Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ëèøü äëÿ ïîëîâèíû âñåõ âîçìîæíûõ
ñóìì. Âòîðàÿ ïîëîâèíà âû÷èñëÿåòñÿ â òî÷íîñòè òàêèì æå îáðàçîì. Â ðå-
çóëüòàòå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóììå 11 áëàãîïðèÿòñòâóåò 27 ðàçëè÷íûõ âîç-
ìîæíîñòåé, 12 � 25, 13 � 21, 14 � 15, 15 � 10, 16 � 6, 17 � 3 è 18 � 1.
Ñ ó÷åòîì ýòîãî ñóììà âñåõ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ âûïàäåíèÿ òðåõ êîñòåé
ðàâíà 2 · (1 + 3 + 6 + 10 + 15 + 21 + 25 + 27) = 216.

Çàìåòèì, ÷òî Ãàëèëåé, â ñóùíîñòè, ïîâòîðèë ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åí-
íûå çíà÷èòåëüíî ðàíüøå ðÿäîì ïðåäøåñòâåííèêîâ � åïèñêîïîì Âèáîëäîì,
Ðè÷àðäîì äå Ôîðíèâàëåì è ðÿäîì äðóãèõ. Îäíàêî ýòà, òåïåðü òàêàÿ ïðîñòàÿ
äëÿ ñòóäåíòà âòîðîãî êóðñà óíèâåðñèòåòà çàäà÷à, â òó ïîðó áûëà ñåðüåçíûì
èñïûòàíèåì è äëÿ ìûñëèòåëÿ ñòîëü âûñîêîãî ðàíãà êàê Ãàëèëåé. Âîò ÷òî
îí ñàì ïèñàë ïî ýòîìó ïîâîäó: ¾×òîáû âûïîëíèòü äàííîå ìíå ïîðó÷åíèå,
ñòîèâøåå ìíå òàêèõ òðóäîâ, èçëîæó ìîè ñîîáðàæåíèÿ â íàäåæäå íå òîëü-
êî ðàçðåøèòü óêàçàííîå íåäîðàçóìåíèå, íî è óêàçàòü ïóòü ê òî÷íåéøåìó
èçëîæåíèþ îñíîâàíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿò îñâåòèòü âñå îñîáåííîñòè èãðû¿
(òàì æå, ñ. 293).

Çàìåòèì, ÷òî è ó Ãàëèëåÿ, êàê è ó åãî ïðåäøåñòâåííèêîâ, ðàññóæäåíèÿ
âåäóòñÿ íå íàä âåðîÿòíîñòÿìè ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé, à íàä ÷èñëàìè øàíñîâ,
êîòîðûå èì áëàãîïðèÿòñòâóþò.

Äëÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè áîëüøåå çíà÷å-
íèå, ÷åì òîëüêî ÷òî ðàññìîòðåííàÿ ðàáîòà, èìåþò åãî ñîîáðàæåíèÿ ïî ïî-
âîäó òåîðèè îøèáîê íàáëþäåíèé. Äî íåãî íèêòî ýòèì íå çàíèìàëñÿ. Òàêèì
îáðàçîì, âñå, ÷òî îí íàïèñàë íà ýòó òåìó, íîâî äëÿ åãî âðåìåíè è âàæíî
äàæå â íàøè äíè. Ñâîè ìûñëè è âûâîäû îí äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èçëîæèë
â îäíîì èç îñíîâíûõ ñâîèõ ïðîèçâåäåíèé ¾Äèàëîã î äâóõ ãëàâíåéøèõ ñè-
ñòåìàõ ìèðà ïòîëåìååâîé è êîïåðíèêîâîé¿ (Ì.-Ë., 1948).

Ñîãëàñíî Ãàëèëåþ, îøèáêè íàáëþäåíèé ÿâëÿþòñÿ íåèçáåæíûìè ñïóò-
íèêàìè êàæäîãî èçìåðåíèÿ, êàæäîãî ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.
¾Â êàæäîé êîìáèíàöèè íàáëþäåíèé áóäåò êàêàÿ-íèáóäü îøèáêà; ÿ äóìàþ,
÷òî ýòî íåèçáåæíî. . . ¿ (¾Äèàëîã. . . ¿, ñ. 214). Ïðè ýòîì îøèáêè ìîãóò áûòü
äâóõ òèïîâ: ñèñòåìàòè÷åñêèå, ñâÿçàííûå ïðî÷íî ñî ñïîñîáîì èçìåðåíèé è
ñ èñïîëüçóåìûìè èíñòðóìåíòàìè, è ñëó÷àéíûå, êîòîðûå ìåíÿþòñÿ íåïðåä-
ñêàçóåìûì îáðàçîì îò îäíîãî èçìåðåíèÿ ê äðóãîìó. Ýòà êëàññèôèêàöèÿ ñî-
õðàíèëàñü äî íàøåãî âðåìåíè è øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ âî âñåõ ðóêîâîäñòâàõ
ïî òåîðèè îøèáîê èçìåðåíèé.

Ñëó÷àéíûå îøèáêè èçìåðåíèé îáëàäàþò íåêîòîðûìè õàðàêòåðíûìè îñî-
áåííîñòÿìè. Èõ Ãàëèëåé ñòàðàòåëüíî âûäåëèë è ïðîàíàëèçèðîâàë. Âî-
ïåðâûõ, ìàëûå îøèáêè âñòðå÷àþòñÿ ÷àùå, ÷åì áîëüøèå, ïîýòîìó, êàê ïðà-
âèëî, â ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ñëåäóåò âíîñèòü ëèøü íåáîëüøèå ïîïðàâ-
êè. Äàëåå, ïîëîæèòåëüíûå îøèáêè âñòðå÷àþòñÿ òàê æå ÷àñòî, êàê è îò-
ðèöàòåëüíûå. ¾Ìîæíî îäèíàêîâî ëåãêî îøèáàòüñÿ êàê òåì, òàê è äðóãèì
îáðàçîì¿ (òàì æå, ñ. 125). Äàëåå Ãàëèëåé îòìåòèë, ÷òî îêîëî èñòèííîãî
ðåçóëüòàòà äîëæíî ãðóïïèðîâàòüñÿ íàèáîëüøåå ÷èñëî èçìåðåíèé. ¾Ñðåäè
âîçìîæíûõ ìåñò èñòèííîå ìåñòîíàõîæäåíèå, íàäî äóìàòü, áóäåò òî, âîêðóã
êîòîðîãî ãðóïïèðóåòñÿ íàèáîëüøåå ÷èñëî ðàññòîÿíèé¿ (òàì æå, ñ. 216).

Ýòè èññëåäîâàíèÿ Ãàëèëåÿ èìåþò ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå, ïîñêîëüêó
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îíè ïîëîæèëè íà÷àëî íîâîé íàó÷íîé äèñöèïëèíå � òåîðèè îøèáîê íàáëþ-
äåíèé, Ýòà òåîðèÿ, íåñîìíåííî, ñûãðàëà âàæíóþ ðîëü â ôîðìèðîâàíèè òåî-
ðèè âåðîÿòíîñòåé, íî åùå áîëüøåå çíà÷åíèå îíà èìåëà äëÿ ðàçâèòèÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Ýòî òåì áîëåå òàê, ÷òî òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ îøèáîê
íàáëþäåíèé â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â êà÷åñòâå åñòåñòâåííîé
çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè.

4. Âêëàä Á. Ïàñêàëÿ è Ï. Ôåðìà â ðàçâèòèå

òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

Îáû÷íî ñ÷èòàþò, ÷òî òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé çàðîäèëàñü â ïåðåïèñêå äâóõ âå-
ëèêèõ ó÷åíûõ � Á. Ïàñêàëÿ (1623�1662) è Ï. Ôåðìà (1601�1665). Îò ýòîé
ïåðåïèñêè ñîõðàíèëîñü ëèøü òðè ïèñüìà Ïàñêàëÿ (îò 29 èþëÿ, 24 àâãóñòà
è 27 îêòÿáðÿ 1654 ã.) è ÷åòûðå ïèñüìà Ï. Ôåðìà (îäíî ïèñüìî áåç äàòû è
ïèñüìà îò 9 àâãóñòà, 29 àâãóñòà, 25 ñåíòÿáðÿ 1654 ã.) Ñàìîå ïåðâîå ïèñü-
ìî Á. Ïàñêàëÿ óòðà÷åíî è î åãî ñîäåðæàíèè ìîæíî ñóäèòü ëèøü ïî îòâåòó
Ôåðìà.

Â 1950�1951 ã., â ñâÿçè ñ ïðèáëèæàâøèìñÿ òîãäà 150-ëåòíèì þáèëååì
Ì. Â. Îñòðîãðàäñêîãî (1801�1862), ìíå áûëî ïîðó÷åíî èçó÷èòü àðõèâû ýòî-
ãî ó÷åíîãî, õðàíÿùèåñÿ â Ãîñóäàðñòâåííîé ïóáëè÷íîé áèáëèîòåêå ÓÑÑÐ.
Ñðåäè ðóêîïèñåé íàøåëñÿ ôðàãìåíò (ëèñò 904), ÿâíî îòíîñèâøèéñÿ ê ââîä-
íîé ëåêöèè ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Èç ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ èçâåñò-
íî, ÷òî â 1858 ã. Îñòðîãðàäñêèé ïðî÷èòàë â Ìèõàéëîâñêîì àðòèëëåðèéñêîì
ó÷èëèùå äâàäöàòü ëåêöèé ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñ öåëüþ ðàçâèòèÿ êðó-
ãîçîðà ñëóøàòåëåé è èõ íàó÷íîé èíèöèàòèâû. Áîëåå òîãî, òðè èç íèõ äàæå
áûëè èçäàíû. Îäíàêî íè îäíîé èç íèõ ìíå íå óäàëîñü íàéòè. Òåì èíòåðåñ-
íåå áûëî ïîçíàêîìèòüñÿ ñ îáíàðóæåííûì ôðàãìåíòîì, êîòîðûé ÿ ñ÷èòàþ
ïîëåçíûì ïðèâåñòè çäåñü ïîëíîñòüþ.

¾Òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé äîëæíî îòíåñòè ê íàóêàì íîâîãî âðåìåíè, èáî
íàñòîÿùåå åå íà÷àëî íå âîñõîäèò äàëüøå ïîëîâèíû XVII ñòîëåòèÿ. Ïðàâäà,
íåêîòîðûå ïðåäìåòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ýòîé íàóêå, áûëè èçâåñòíû âî âðåìåíà
âåñüìà îòäàëåííûå è ïîñòîÿííî äåëàëèñü ðàñ÷åòû, îñíîâàííûå íà ïðîäîë-
æèòåëüíîñòè ñðåäíåé æèçíè, èçâåñòíû áûëè ìîðñêèå ñòðàõîâàíèÿ, çíàëè
÷èñëî ñëó÷àéíîñòåé â àçàðòíûõ èãðàõ, íî òîëüêî â ñàìûõ ïðîñòûõ, íàéäå-
íû áûëè âåëè÷èíû ñòàâîê èëè çàêëàäîâ, áåçîáèäíûõ äëÿ èãðîêîâ, íî ïî-
äîáíûå âûâîäû íå áûëè ïîä÷èíåíû íèêàêèì ïðàâèëàì. Îäíàêî æå òåîðèþ
âåðîÿòíîñòåé ñ÷èòàþò íàóêîé íîâîãî âðåìåíè è åå íà÷àëî îòíîñÿò ê ïåðâîé
ïîëîâèíå XVII ñòîëåòèÿ, èáî ïðåæäå ýòîé ýïîõè âîïðîñû î âåðîÿòíîñòÿõ íå
áûëè ïîä÷èíåíû ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó è íå èìåëîñü íèêàêèõ òî÷íûõ
îáùèõ ïðàâèë äëÿ ðåøåíèÿ èõ.

Ïàñêàëü, à çà íèì Ôåðìà, ãåîìåòðû XVII ñòîëåòèÿ, ïî ñïðàâåäëèâîñòè
ñ÷èòàþòñÿ îñíîâàòåëÿìè íàóêè î âåðîÿòíîñòÿõ. Ïåðâûé âîïðîñ, îòíîñÿùèé-
ñÿ ê ýòîé íàóêå, è äîâîëüíî ñëîæíûé, ðåøåí Ïàñêàëåì. Âîïðîñ, î êîòîðîì
ãîâîðèì, áûë ïðåäëîæåí Ïàñêàëþ êàâàëåðîì äå Ìåðå è ñîñòîÿë â ñëåäóþ-
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ùåì óñëîâèè. Äâà èãðîêà íà÷àëè èãðó, ñîñòîÿùóþ èç äàííîãî ÷èñëà ïàðòèé,
ïîëîæèì 30-òè, ðîçûãðûø êàæäîé ïàðòèè íåïðåìåííî âûèãðûâàåòñÿ îäíèì
èç èãðîêîâ, è òîò èç íèõ, êòî âûèãðàë áû ïðåæäå äðóãîãî òðèäöàòü ïàð-
òèé, ñ÷èòàëñÿ îêîí÷àòåëüíî âûèãðàâøèì è âÿçë áû îáå ñòàâêè, âíåñåííûå
â íà÷àëå èãðû. Íî èãðîêè ñîãëàñèëèñü ïðåêðàòèòü èãðó, íå îêîí÷èâ åå, ò.å.
îäíîìó íå õâàòàëî äî âûèãðûøà òðèäöàòè ïàðòèé íåêîòîðîãî ÷èñëà, íà-
ïðèìåð, òðåõ ïàðòèé, à äðóãîìó, ïîëîæèì, ïÿòíàäöàòè ïàðòèé. Âíåñåííûå
ñòàâêè äëÿ áåçîáèäíîñòè, êîíå÷íî, äîëæíû áûòü ðàçäåëåíû ìåæäó èãðîêà-
ìè òàê, ÷òîáû òîò, êîìó íåäîñòàåò äî âûèãðûøà áîëüøåãî ÷èñëà ïàðòèé,
ïîëó÷èë áû ìåíüøóþ ñóììó, à ïðîòèâíèê åãî áîëüøóþ, èìåííî áåçîáèä-
íûé ðàçäåë òðåáóåò, ÷òîáû êàæäûé èãðîê ïîëó÷èë ÷àñòü âíåñåííîé ñóììû,
ïðîïîðöèîíàëüíóþ âåðîÿòíîñòè ñâîåãî âûèãðûøà. Èòàê, íóæíî íàéòè ýòó
âåðîÿòíîñòü. Ïàñêàëü íàøåë åå, à ïîòîì âîïðîñ äå Ìåðå ïðåäëîæèë Ôåðìà.
Ïîñëåäíèé íåìåäëåííî íàøåë ðåøåíèå è äàæå äëÿ ñëó÷àÿ áîëåå ñëîæíî-
ãî, êîãäà èãðà ïðîèñõîäèò íå ìåæäó äâóìÿ òîëüêî, à ìåæäó ïðîèçâîëüíûì
÷èñëîì èãðîêîâ.

Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî èìÿ êàâàëåðà äå Ìåðå, ÷åëîâåêà ñâåòñêîãî è íå èìåâ-
øåãî íèêàêîãî ïðåóñïåâàíèÿ íà ïîïðèùå ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, îñòàåòñÿ
íàâñåãäà â èñòîðèè ýòèõ íàóê¿.

Ìû âèäèì òåïåðü, ÷òî îöåíêà, äàííàÿ ðîëè Ïàñêàëÿ è Ôåðìà Îñòðî-
ãðàäñêèì, íåñêîëüêî çàâûøåíà. Âïðî÷åì, òàêîé æå òî÷êè çðåíèÿ ïðèäåð-
æèâàþòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå èñòîðèêè íàóêè. Îäíàêî â ïåðåïèñêå Ïàñêàëÿ
ñ Ôåðìà åùå îòñóòñòâóåò ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè, è îáà îíè îãðàíè÷èâàþò-
ñÿ ðàññìîòðåíèåì ÷èñëà áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ñîáûòèþ øàíñîâ. Êîíå÷íî, ó
ýòèõ àâòîðîâ âïåðâûå â èñòîðèè èìååòñÿ ïðàâèëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è î ðàç-
äåëå ñòàâêè, êîòîðàÿ, êàê ìû çíàåì, îòíÿëà ìíîãî óñèëèé ó èññëåäîâàòåëåé
â òå÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìåíè. Îáà îíè èñõîäèëè èç îäíîé è òîé æå èäåè:
ðàçäåëà ñòàâêè â îòíîøåíèè, ïðîïîðöèîíàëüíîì, êàê ìû òåïåðü ñêàçàëè
áû, âåðîÿòíîñòÿì îêîí÷àòåëüíîãî âûèãðûøà êàæäîãî èãðîêà. Â ïðåäëîæåí-
íûõ èìè ðåøåíèÿõ ìîæíî óâèäåòü çà÷àòêè èñïîëüçîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ è â âåñüìà íåñîâåðøåííîé ôîðìå òåîðåì î ñëîæåíèè è óìíîæå-
íèè âåðîÿòíîñòåé. Òî÷íåå ñêàçàòü íå âåðîÿòíîñòåé, à øàíñîâ, áëàãîïðèÿò-
ñòâóþùèõ òîìó èëè èíîìó ñîáûòèþ. Ýòî áûë ñåðüåçíûé øàã â ñîçäàíèè
ïðåäïîñûëîê è èíòåðåñîâ ê çàäà÷àì òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíîãî õàðàêòåðà.
Âòîðîé øàã áûë ñäåëàí òàêæå Ïàñêàëåì, êîãäà îí ñóùåñòâåííî ïðîäâèíóë
ðàçâèòèå êîìáèíàòîðèêè è óêàçàë íà åå çíà÷åíèå äëÿ çàðîæäàþùåéñÿ òåî-
ðèè âåðîÿòíîñòåé.

Òîë÷êîì ê ïîÿâëåíèþ èíòåðåñîâ Ïàñêàëÿ ê çàäà÷àì, ïðèâåäøèì ê òåî-
ðèè âåðîÿòíîñòåé, ïîñëóæèëè âñòðå÷è è áåñåäû ñ îäíèì èç ïðèäâîðíûõ
ôðàíöóçêîãî êîðîëåâñêîãî äâîðà � øåâàëüå äå Ìåðå (1607�1648). Äå Ìåðå
èíòåðåñîâàëñÿ ôèëîñîôèåé, ëèòåðàòóðîé è îäíîâðåìåííî áûë ñòðàñòíûì
èãðîêîì. Â ýòîé ñòðàñòè áûëè èñòîêè òåõ çàäà÷, êîòîðûå îí ïðåäëîæèë
Ïàñêàëþ. Âîò ýòè âîïðîñû:

1. Ñêîëüêî ðàç íàäî ïîäáðîñèòü äâå êîñòè, ÷òîáû ÷èñëî ñëó÷àåâ, áëàãî-
ïðèÿòñòâóþùèõ âûïàäåíèþ õîòÿ áû ðàç ñðàçó äâóõ øåñòåðîê, áûëî áîëüøå,
÷åì ÷èñëî ñëó÷àåâ, êîãäà íè ïðè îäíîì áðîñàíèè íå ïîÿâëÿþòñÿ äâå øåñòåð-
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êè îäíîâðåìåííî?
2. Êàê íóæíî ðàçäåëèòü ñòàâêó ìåæäó èãðîêàìè, êîãäà îíè ïðåêðàòèëè

èãðó, íå íàáðàâ íåîáõîäèìîãî äëÿ âûèãðûøà ÷èñëà î÷êîâ?
Äå Ìåðå ïðåòåíäîâàë, ÷òî ïåðâóþ çàäà÷ó îí ðåøèë. Îäíàêî ïðè áëèæàé-

øåì ðàññìîòðåíèè â åãî ðàññóæäåíèÿõ ëåãêî îáíàðóæèòü îøèáêó. À èìåí-
íî, â îäíîì èç ïèñåì äå Ìåðå Ïàñêàëþ ñîäåðæèòñÿ òàêàÿ ôðàçà: ¾Åñëè â
îäíîì ñëó÷àå åñòü îäèí øàíñ èç N0 â åäèíñòâåííîé ïîïûòêå è â äðóãîì ñëó-
÷àå îäèí øàíñ èç N1, òî îòíîøåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñåë åñòü N0 : N1.
Òàêèì îáðàçîì, n0 : N0 = n1 : N1¿.

Îáîçíà÷åíèÿ è ñìûñë ýòîé ôðàçû òðåáóþò ïîÿñíåíèÿ. Â ïðèâåäåí-
íîì ïèñüìå ðå÷ü èäåò î ñëåäóþùåì: ïðè áðîñàíèè îäíîé êîñòè èìååòñÿ
N0 = 6 ðàçëè÷íûõ èñõîäîâ è âûïàäåíèþ øåñòåðêè áëàãîïðèÿòñòâóåò îäèí
èç íèõ. Ïðè áðîñàíèè äâóõ êîñòåé ñðàçó âûïàäåíèþ øåñòåðêè íà äâóõ êî-
ñòÿõ áëàãîïðèÿòñòâóåò ëèøü îäèí èñõîä èç N1 = 36 âîçìîæíûõ. Ïðè áðîñà-
íèè îäíîé êîñòè n0 = 4 ðàç ÷èñëî áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ èñõîäîâ äëÿ âûïà-
äåíèÿ øåñòåðêè ïðåâîñõîäèò ÷èñëî áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ñëó÷àåâ åå íåâû-
ïàäåíèÿ. Ñèìâîëîì n1 îáîçíà÷èì ÷èñëî áðîñàíèé äâóõ êîñòåé, ïðè êîòîðîì
÷èñëî áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ñëó÷àåâ âûïàäåíèÿ îäíîâðåìåííî äâóõ øåñòå-
ðîê ïðåâçîéäåò ÷èñëî áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ñëó÷àåâ äëÿ èõ íåâûïàäåíèÿ íè
ðàçó. Èç ïðàâèëà äå Ìåðå âûòåêàåò, ÷òî óæå ïðè 24 áðîñàíèÿõ äâóõ êîñòåé
íàñòóïàåò èíòåðåñóþùåå íàñ ñîáûòèå.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðàâèëî äå Ìåðå îøèáî÷íî, ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ïðè ÷åòûðåõ áðîñàíèÿõ îäíîé êîñòè íè ðàçó íå ïîÿâèòñÿ øå-
ñòåðêà, ðàâíà (5/6)4 = 625/1296 è, çíà÷èò, èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà
1 − 625/1296 = 671/1296. Â ýòîì ïóíêòå äå Ìåðå îêàçàëñÿ ïðàâ, íî ïðè 24
áðîñàíèÿõ äâóõ êîñòåé âåðîÿòíîñòü íè ðàçó íå âûáðîñèòü ñðàçó äâå øåñòåð-
êè ðàâíà (35/36)24 = 0.509, à èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü õîòÿ áû ðàç âûáðîñèòü
äâå øåñòåðêè ñðàçó åñòü 1− (35/36)24 = 0.491. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî äâàäöàòè
÷åòûðåõ áðîñàíèé åùå íåäîñòàòî÷íî, à íóæíî ïî ìåíüøåé ìåðå äâàäöàòü
ïÿòü áðîñàíèé äâóõ êîñòåé, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ñðàçó äâóõ øå-
ñòåðîê ïðåâîñõîäèëà 0.5.

Ïðè èçëîæåíèè ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñîâðåìåííûì ÿçûêîì è óïîòðåáëÿ-
ëè ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè. Ïîäõîä äå Ìåðå áûë îáû÷íûì äëÿ òîãî âðåìåíè è
îãðàíè÷èâàëñÿ ëèøü ïîäñ÷åòîì ÷èñëà áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ òîìó èëè èíî-
ìó ñîáûòèþ øàíñîâ.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ïèñåì Ïàñêàëÿ è Ôåðìà ïîñâÿùåíî ðàçäåëó ñòàâ-
êè. Ðåøåíèå, ïðåäëîæåííîå Ïàñêàëåì, â ïîäðîáíîñòÿõ èçëîæåíî â ïèñüìå
îò 29 èþëÿ:

¾Âîò ïðèìåðíî, ÷òî ÿ äåëàþ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòîèìîñòè êàæäîé ïàðòèè,
êîãäà äâà èãðîêà èãðàþò, íàïðèìåð, íà òðè ïàðòèè è êàæäûì âëîæåíî ïî
32 ïèñòîëÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäèí âûèãðàë äâå ïàðòèè, à äðóãîé îäíó. Îíè èãðàþò
åùå îäíó ïàðòèþ, è åñëè âûèãðûâàåò ïåðâûé, òî îí ïîëó÷àåò âñþ ñóììó â
64 ïèñòîëÿ, âëîæåííóþ â èãðó; åñëè æå ýòó ïàðòèþ âûèãðûâàåò âòîðîé, òî
êàæäûé èãðîê áóäåò èìåòü ïî 2 âûèãðàííûõ ïàðòèè, è, ñëåäîâàòåëüíî, åñëè
îíè íàìåðåíû ïðîèçâåñòè ðàçäåë, êàæäûé äîëæåí ïîëó÷èòü îáðàòíî ñâîé
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âêëàä â 32 ïèñòîëÿ.
Ïðèìèòå æå âî âíèìàíèå, ìîíñåíüåð, ÷òî åñëè ïåðâûé âûèãðàåò, òî åìó

ïðè÷èòàåòñÿ 64; åñëè îí ïðîèãðàåò, òî åìó ïðè÷èòàåòñÿ 32. Åñëè æå èãðîêè
íå íàìåðåíû ðèñêîâàòü íà ýòó ïàðòèþ è õîòÿò ïðîèçâåñòè ðàçäåë, òî ïåðâûé
äîëæåí ñêàçàòü: ¾ß èìåþ 32 ïèñòîëÿ âåðíûõ, èáî â ñëó÷àå ïðîèãðûøà ÿ
èõ òàêæå ïîëó÷èë áû, íî îñòàëüíûå 32 ïèñòîëÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ëèáî
ìíîé, ëèáî Âàìè, ñëó÷àéíîñòè ðàâíû. Ðàçäåëèì æå ýòè 32 ïèñòîëÿ ïîïîëàì,
è äàéòå ìíå, êðîìå òîãî, áåññïîðíóþ ñóììó â 32 ïèñòîëÿ¿.

Äàëåå Ïàñêàëü ðàññìîòðåë äðóãîé ñëó÷àé, êîãäà ïåðâûé èãðîê âûèãðàë
äâå ïàðòèè, à âòîðîé íè îäíîé è òðåòèé, êîãäà, ïåðâûé èãðîê âûèãðàë îä-
íó ïàðòèþ, à âòîðîé íè îäíîé. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàññóæäåíèÿ ïðè ðåøåíèè
ïîäîáíû òåì, êîòîðûå óæå áûëè ïðîâåäåíû. Îòâåòû æå, ïðåäëîæåííûå Ïàñ-
êàëåì, òàêîâû: â ïåðâîì ñëó÷àå îäèí èãðîê äîëæåí ïîëó÷èòü 56, à âòîðîé �
8 ïèñòîëåé; âî âòîðîì æå � 44 è 20.

Ðåøåíèå, êîòîðîå äëÿ çàäà÷è Ïàñêàëÿ ïðåäëîæèë Ôåðìà, äîøëî äî íàñ
òîëüêî ïî èçëîæåíèþ, êîòîðîå ñîäåðæèòñÿ â ïèñüìå Ïàñêàëÿ îò 24 àâãóñòà.
Ïèñüìî æå Ôåðìà ñ îðèãèíàëüíûì òåêñòîì íå ñîõðàíèëîñü. Ïóñòü äî âû-
èãðûøà èãðîêó A íåäîñòàåò äâóõ ïàðòèé, à èãðîêó B � òðåõ ïàðòèé. Òîãäà
äëÿ çàâåðøåíèÿ èãðû äîñòàòî÷íî ñûãðàòü åùå ìàêñèìóì ÷åòûðå ïàðòèè.
Èõ âîçìîæíûå èñõîäû ïðåäñòàâëåíû â âèäå ñëåäóþùåé òàáëèöû:

Ïàðòèè
1 AAAA ABAA ABBA BBBA
2 AAAB BAAB BABA BBAB
3 AABA BAAA BBAA BABB
4 AABB ABAB ABBB

BBBB
èãðà A ïîñëå A ïîñëå A ïîñëå B ïîñëå

âûèãðàíà äâóõ ÷åòûðåõ òðåõ òðåõ èëè ÷å-
èãðîêîì ïàðòèé ïàðòèé ïàðòèé òûðåõ ïàðòèé

Â ýòîé òàáëèöå ñèìâîëîì A îáîçíà÷åí âûèãðûø ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðòèè
èãðîêîì A, ñèìâîëîì B � èãðîêîì B. Íîìåðà ïàðòèé èäóò ïî ñòðîêàì.
Â ïåðâûõ îäèííàäöàòè èñõîäàõ âûèãðûâàåò èãðîê A, â ïîñëåäíèõ ïÿòè �
èãðîê B. Òàêèì îáðàçîì, ñòàâêà ìåæäó èãðîêàìè A è B äîëæíà áûòü ðàç-
äåëåíà â îòíîøåíèè 11 ê 5. Èíûìè ñëîâàìè, èãðîê A ïîëó÷èò 11/16, à
èãðîê B � 5/16 ñòàâêè. Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî Ôåðìà, òàêæå êàê è
Ïàñêàëü, äåëèò ñòàâêó ïðîïîðöèîíàëüíî âåðîÿòíîñòÿì âûèãðûøà êàæäûì
èç èãðîêîâ âñåé èãðû. Íî ýòîãî ïîíÿòèÿ â èõ ðóêàõ åùå íåò, è îíè âûíóæ-
äåíû èñêàòü èíûå ñïîñîáû âûðàæåíèÿ ñâîèõ èäåé. Â ðåçóëüòàòå îíè ñàìè
íå çàìå÷àþò, ÷òî èõ èñõîäíûå ïîçèöèè îäèíàêîâû. Ýòî îò÷åòëèâî âèäíî èç
ïèñüìà Ïàñêàëÿ îò 27 îêòÿáðÿ, â êîòîðîì îí ïèñàë: ¾Ñóäàðü, ÿ î÷åíü äîâî-
ëåí Âàøèì ïîñëåäíèì ïèñüìîì, ÿ ëþáóþñü ìåòîäîì â îòíîøåíèè ïàðòèé,
òåì áîëåå, ÷òî ÿ åãî õîðîøî ïîíèìàþ, îí ïîëíîñòüþ Âàø, íè÷åãî îáùåãî íå
èìååò ñ ìîèì è ëåãêî ïðèâîäèò ê òîé æå ñàìîé öåëè¿.

Â ïèñüìå îò 24 àâãóñòà Ïàñêàëü âûñêàçàë ñîìíåíèå â òîì, ÷òî ìåòîä Ôåð-
ìà ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ÷èñëî èãðîêîâ, áîëüøåå äâóõ. Îäíàêî Ôåðìà
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ïîêàçàë, ÷òî òåìè æå ðàññóæäåíèÿìè ìîæíî ðåøèòü çàäà÷ó î ðàçäåëåíèè
ñòàâêè è äëÿ ñëó÷àÿ òðåõ èãðîêîâ. Ýòî ðåøåíèå èì áûëî èñïîëüçîâàíî â
çàäà÷å î òðåõ èãðîêàõ, êîãäà äî îêîí÷àíèÿ èãðû èãðîêó A íåäîñòàåò îäíîé
âûèãðàííîé ïàðòèè, à èãðîêàì B è C � ïî äâå. Ýòî ðåøåíèå âíîâü ñîïðî-
âîæäàåòñÿ òàáëèöåé, ñìûñë êîòîðîé ïîÿñíÿòü óæå íåò íåîáõîäèìîñòè.

AAAAAAAAABBBCCCBC ABBBC CCCCB
AAABBBCCCAAAAAACB BBBCB CCCBC
ABCABCABCABCABCAA BACBB CABCC
AAAAAAAAAAAAAAAAA BBBBB CCCCC

Â ñâîåì ïèñüìå Ïàñêàëü îòìåòèë, ÷òî Ðîáåðâàëü (1604�1675) ñïðîñèë åãî
çà÷åì ðàññìàòðèâàòü ïðîäîëæåíèå èãðû äî ÷åòûðåõ ïàðòèé â òåõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà óæå ÿñíî êàêîé èç èãðîêîâ âûèãðûâàåò èãðó? Ïàñêàëü ÿâíî ïîíèìàë,
÷òî ýòî íåîáõîäèìî äëÿ ñîõðàíåíèÿ ðàâíîâîçìîæíîñòè âñåõ ïåðå÷èñëÿåìûõ
ñëó÷àåâ. Òàê â ïåðâûõ ÷åòûðåõ èñõîäàõ ïåðâîé òàáëèöû èãðîê A âûèãðûâà-
åò âñþ èãðó óæå ïîñëå äâóõ ïàðòèé. Òî÷íî òàêæå â ïåðâûõ äåâÿòè èñõîäàõ
âòîðîé òàáëèöû èãðîê A âûèãðûâàåò èãðó ïîñëå ïåðâîé ïàðòèè. Òåì íå
ìåíåå Ôåðìà äîâîäèò òàáëèöó äî êîíöà è ðàññìàòðèâàåò âñå âîçìîæíûå
ñëó÷àè èñõîäà ÷åòûðåõ ïàðòèé. Ýòèì ñàìûì Ïàñêàëü è Ôåðìà èçáåæàëè
îøèáêè, êîòîðóþ äîïóñòèë â ñëåäóþùåì ñòîëåòèè Äàëàìáåð, êîãäà ïîäñ÷è-
òûâàë ÷èñëî ðàâíîâåðîÿòíûõ ñëó÷àåâ ïðè áðîñàíèè äâóõ ìîíåò.

Ïðè ðàññìîòðåíèè âòîðîé òàáëèöû Ïàñêàëü äîïóñòèë íåòî÷íîñòü â ðàñ-
ñóæäåíèÿõ. À èìåííî, îí ñ÷èòàë, ÷òî èç 27 âîçìîæíûõ èñõîäîâ áåññïîðíî
áëàãîïðèÿòñòâóþò èãðîêó A ëèøü 13, à èñõîäû 5, 11, 19 ñòîëáöîâ, òàêæå
êàê 9, 15 è 24 áëàãîïðèÿòñòâóþò ñðàçó è èãðîêó A è èãðîêó B (êàê A, òàê
è C), ïîýòîìó èõ ñëåäóåò áðàòü ñ ïîëîâèííûì âåñîì. Â ðåçóëüòàòå Ïàñêàëü
ïðåäëàãàë äåëèòü ñòàâêó â îòíîøåíèè 16:5, 5:5, 5. Îøèáêà Ïàñêàëÿ íàì
òåïåðü î÷åâèäíà.

Ïàñêàëü îäíîâðåìåííî ñ ðàçìûøëåíèÿìè íàä ïðîáëåìàìè, ñîñòàâèâøè-
ìè ñîäåðæàíèå åãî ïåðåïèñêè ñ Ôåðìà, ðàçðàáàòûâàë âîïðîñû êîìáèíàòîðè-
êè. Ðåçóëüòàòîì ýòîãî ÿâèëñÿ ¾Òðàêòàò îá àðèôìåòè÷åñêîì òðåóãîëüíèêå¿,
îïóáëèêîâàííûé â 1665 ã. è âíåñøèé ñåðüåçíûé âêëàä â ðàçâèòèå êîìáèíà-
òîðèêè. Â ýòîì òðàêòàòå èìååòñÿ ïàðàãðàô, â êîòîðîì èçëîæåíû ïðàâèëà
èñïîëüçîâàíèÿ êîìáèíàòîðíûõ ðåçóëüòàòîâ â çàäà÷å î ðàçäåëå ñòàâêè. Ïðà-
âèëî, ïðåäëîæåííîå Ïàñêàëåì, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïóñòü èãðîêó A äî
âûèãðûøà âñåé èãðû íå õâàòàåò m ïàðòèé, à èãðîêó B � n ïàðòèé, òîãäà
ñòàâêà äîëæíà äåëèòüñÿ ìåæäó èãðîêàìè â òàêîì îòíîøåíèè:

n−1∑
i=0

Ci
m+n−1 :

m−1∑
i=0

Ci
m+n−1.

5. Ðàáîòà X. Ãþéãåíñà

Íåñîìíåííî, ÷òî íà ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå
îêàçàëà ðàáîòà X. Ãþéãåíñà (1629�1695). Èíòåðåñ Ãþéãåíñà ê ýòèì âîïðî-
ñàì áûë âûçâàí åãî ïîåçäêîé â Ïàðèæ â 1655 ã., ãäå îí ïîçíàêîìèëñÿ ñ ðÿäîì
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âèäíûõ ó÷åíûõ è óñëûøàë îò íèõ ñâåäåíèÿ îòíîñèòåëüíî çàäà÷ î ðàçäåëå
ñòàâêè â àçàðòíûõ èãðàõ, êîòîðûå ðàçðàáàòûâàëèñü Ïàñêàëåì è Ôåðìà.
Ïî-âèäèìîìó, åìó ñòàëè èçâåñòíû è èäåè, êîòîðûìè îíè ðóêîâîäñòâîâà-
ëèñü ïðè ðåøåíèè. Çàäà÷è Ãþéãåíñà çàèíòåðåñîâàëè, è îí ñàìîñòîÿòåëüíî
çàíÿëñÿ ðàçìûøëåíèÿìè íàä ïîäîáíûìè æå âîïðîñàìè. Ïîñêîëüêó, êàê îí
ïîçäíåå ïèñàë â òðàêòàòå ¾Î ðàñ÷åòàõ â àçàðòíûõ èãðàõ¿, íè Ïàñêàëü, íè
Ôåðìà íå îïóáëèêîâàëè ðàçðàáîòàííûõ èìè ìåòîäîâ, åìó ïðèøëîñü ñàìî-
ìó èñêàòü ïóòè ðåøåíèÿ. Ðåçóëüòàòîì ÿâèëàñü ðàáîòà Ãþéãåíñà, îïóáëèêî-
âàííàÿ â 1656 ã. â âèäå äîïîëíåíèÿ ê êíèãå åãî ó÷èòåëÿ Ô. âàí Ñõîóòåíà
¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ýòþäû¿. Ñõîóòåí íàñòîëüêî âûñîêî îöåíèë ýòó ðàáîòó
Ãþéãåíñà, ÷òî ñàì ïåðåâåë åå íà ëàòèíñêèé ÿçûê.

Ðàáîòà Ãþéãåíñà ñîñòîèò èç íåáîëüøîãî ââåäåíèÿ è 14 ïðåäëîæåíèé.
Ýòè ïðåäëîæåíèÿ âåñüìà ðàçëè÷íû ïî ñâîåìó ñîäåðæàíèþ. Ïåðâûå òðè ÿâ-
ëÿþòñÿ òåìè ïðèíöèïàìè, íà îñíîâå êîòîðûõ Ãþéãåíñ îñíîâûâàë ïîñëåäó-
þùèå ðåøåíèÿ. Ïðåäëîæåíèÿ 4�9 ïîñâÿùåíû ðåøåíèþ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ
áåçîáèäíûì äåëåíèåì ñòàâêè. Ïðåäëîæåíèÿ 10�14 ñîäåðæàò ðàçëè÷íûå çà-
äà÷è, ñâÿçàííûå ñ áðîñàíèåì êîñòåé. Â êîíöå ìåìóàðà ïîìåùåíû 5 çàäà÷
áåç ðåøåíèé, êîòîðûå Ãþéãåíñ ïðåäëîæèë ÷èòàòåëÿì äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíûõ
ðàçìûøëåíèé. Èõ ðåøåíèÿ áûëè èì äàíû ëèøü â 1665 ã.

Íåñîìíåííî, ÷òî ïåðâûå òðè ïðåäëîæåíèÿ ñîñòàâëÿþò èäåéíóþ îñíîâó
âñåãî ñî÷èíåíèÿ Ãþéãåíñà è ïîýòîìó ïðèâåäåì èõ ïîëíîñòüþ.

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè ÿ èìåþ ðàâíûå øàíñû ïîëó÷èòü a èëè b, òî ýòî
ìíå ñòîèò (a + b)/2.

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè ÿ èìåþ ðàâíûå øàíñû íà ïîëó÷åíèå a, b èëè c,
òî ýòî ìíå ñòîèò ñòîëüêî æå, êàê åñëè áû ÿ èìåë (a + b + c)/3.

Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè ÷èñëî ñëó÷àåâ, â êîòîðûõ ïîëó÷àåòñÿ ñóììà
a, ðàâíî p, à ÷èñëî ñëó÷àåâ, â êîòîðûõ ïîëó÷àåòñÿ ñóììà b, ðàâíî q, òî
ñòîèìîñòü ìîåãî îæèäàíèÿ ðàâíà (ap + bq)/(p + q).

Äëÿ íàñ ÿñíî, ÷òî ýòèìè ïðåäëîæåíèÿìè Ãþéãåíñ ââåë ïîíÿòèå ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùåé äâà èëè òðè
çíà÷åíèÿ. Åñëè èñïîëüçîâàòü ñîâðåìåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ, òî â ïåðâûõ äâóõ
ïðåäëîæåíèÿõ çíà÷åíèÿ, ïðèíèìàåìûå ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, ðàâíîâå-
ðîÿòíû, à â òðåòüåì ïðåäëîæåíèè âåðîÿòíîñòü çíà÷åíèÿ a ðàâíà p/(p + q)
è âåðîÿòíîñòü çíà÷åíèÿ b ðàâíà q/(p + q). Ó Ãþéãåíñà åùå ïîíÿòèå âåðîÿò-
íîñòè íå âûäåëåíî, è îí âñå âðåìÿ îïåðèðóåò ñ ÷èñëàìè øàíñîâ, áëàãîïðè-
ÿòñòâóþùèõ òîìó èëè äðóãîìó ñîáûòèþ. Ãþéãåíñ ïðåäïî÷åë, òàê ñêàçàòü,
êîììåð÷åñêóþ òåðìèíîëîãèþ è ãîâîðèë î ñòîèìîñòè, çà êîòîðóþ îí ãîòîâ
óñòóïèòü ñâîå ïðàâî íà ïîëó÷åíèå âûèãðûøà. Òåðìèí ¾îæèäàíèå¿ áûë ââå-
äåí â óïîòðåáëåíèå ó÷èòåëåì Ãþéãåíñà � Ñõîóòåíîì � ïðè ïåðåâîäå.

Ïðåäëîæåíèÿ 1 è 2 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íè÷òî èíîå êàê âåðñèþ çàäà-
÷è î ðàçäåëå ñòàâêè. Ìû ïðèâåäåì òåêñò Ãþéãåíñà ñ òåì, ÷òîáû ÷èòàòåëè
óáåäèëèñü íàñêîëüêî áëèçêè åãî ðàññóæäåíèÿ ê ðàññóæäåíèÿì Ïàñêàëÿ.

¾Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÿ èãðàþ ïðîòèâ äðóãîãî ëèöà íà òî, êòî ïåðâûì âû-
èãðàåò 3 ïàðòèè, è ÷òî ÿ óæå âûèãðàë 2 ïàðòèè, à îí � 1. ß õî÷ó çíàòü êàêàÿ
÷àñòü ñòàâêè ïðè÷èòàåòñÿ ìíå, êîãäà ìû õîòèì ïðåðâàòü èãðó è ñïðàâåäëè-
âî ðàçäåëèòü ñòàâêè. . . Íóæíî çàìåòèòü ñíà÷àëà, ÷òî äîñòàòî÷íî ïðèíÿòü âî
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âíèìàíèå ÷èñëî ïàðòèé íåäîñòàþùèõ òîé è äðóãîé ñòîðîíå. Òàê êàê âåðíî,
÷òî åñëè áû ìû èãðàëè íà òî, êòî âûèãðàåò 20 ïàðòèé, è åñëè áû ÿ âûèãðàë
19 ïàðòèé, à ìîé ïðîòèâíèê 18, òî ÿ èìåë áû òàêîå æå ñàìîå ïðåèìóùå-
ñòâî, êàê è â èçëîæåííîì ñëó÷àå, ãäå ïðè òðåõ ïàðòèÿõ ÿ âûèãðàë äâå, à îí
òîëüêî îäíó, à ýòî ïîòîìó, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìíå íåäîñòàåò òîëüêî îäíîé
ïàðòèè, à åìó äâóõ4. Çàòåì, ÷òîáû âû÷èñëèòü ÷àñòü ïðè÷èòàþùóþñÿ êàæ-
äîìó èç íàñ, íóæíî îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðîèçîøëî áû, åñëè áû
ìû ïðîäîëæàëè èãðó. Âåðíî è òî, ÷òî âûèãðàâ ïàðòèþ, ÿ ïîëó÷èë áû ïîëíî-
ñòüþ ñóììó ñòàâêè, êîòîðóþ îáîçíà÷ó a. Íî åñëè ïåðâóþ ïàðòèþ âûèãðàåò
ìîé ïðîòèâíèê, òî íàøè øàíñû ñòàíóò ðàâíûìè, ïðèíèìàþ âî âíèìàíèå,
÷òî êàæäîìó èç íàñ áóäåò íåäîñòàâàòü ïî îäíîé ïàðòèè; çíà÷èò, êàæäûé èç
íàñ èìåë áû ïðàâî íà a

2 , ÷òî ñîãëàñíî ïåðâîìó ïðåäëîæåíèþ, ýêâèâàëåíòíî
ñóììå ïîëîâèí, ò.å. 3

4a, òàê ÷òî ìîåìó ñîïåðíèêó îñòàåòñÿ 1
4a¿.

Ðàçäåëåíèå ñòàâêè ìåæäó òðåìÿ èãðîêàìè Ãþéãåíñ ðàññìîòðåë â ïðåä-
ëîæåíèè 8, êîãäà ïåðâîìó èãðîêó íåäîñòàåò äî âûèãðûøà âñåé èãðû îäíîé
ïàðòèè, à âòîðîìó è òðåòüåìó � ïî äâå ïàðòèè. Â ïðåäëîæåíèè 9 îí ðàññìîò-
ðåë âîïðîñ î ðàçäåëå ñòàâêè ìåæäó òðåìÿ èãðîêàìè, íî ïðè ïðîèçâîëüíîì
ñîñòîÿíèè èãðîêîâ. Îáùåãî âûðàæåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è èì äàíî
íå áûëî, è îí èçëîæèë òîëüêî ïðèíöèïû ñâåäåíèÿ îáùåé çàäà÷è ê ÷àñòíûì
ñëó÷àÿì.

Ôîðìóëèðîâêè ïðåäëîæåíèé 10�14 ñëåäóåò ïðèçíàòü íåäîñòàòî÷íî ÷åò-
êèìè. Èõ ñîäåðæàíèå ïîëíîñòüþ ïðîÿñíÿåòñÿ ëèøü ïðè ðàññìîòðåíèè ïðåä-
ëîæåííûõ Ãþéãåíñîì âîïðîñîâ. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå èç íèõ.

Ïðåäëîæåíèå 10.Îïðåäåëèòü ïðè ñêîëüêèõ áðîñàíèÿõ ìîæíî îáÿçàòü-
ñÿ âûáðîñèòü îäíîé êîñòüþ øåñòü î÷êîâ?

Êîíå÷íî, çàäà÷à ñôîðìóëèðîâàíà âåñüìà íåîïðåäåëåííî. Íàì ÿñíî, ÷òî
àâòîðó íóæíî ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè äëÿ òî÷íîé ôîðìóëèðîâêè åãî âîïðîñà,
à ýòîãî ïîíÿòèÿ åùå íåò. Ðå÷ü æå èäåò î âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ïðè n áðî-
ñàíèÿõ (n = 1, 2, . . .) õîòÿ áû ðàç ïîÿâèòñÿ íà êîñòè øåñòåðêà.

Ðåøåíèå Ãþéãåíñà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïðè áðîñàíèè èìååòñÿ îäèí
øàíñ âûêèíóòü 6 î÷êîâ è 5 øàíñîâ ïîëó÷èòü äðóãèå ãðàíè. Åñëè ðàçûã-
ðûâàåòñÿ ñóììà à, òî øàíñ ïîëó÷èòü ýòó ñóììó, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3,
áóäåò ñòîèòü (1 · a + 5 · 0)/6 = a/6.

¾Òîìó, êòî ïðåäëîæèë åìó áðîñèòü êîñòè, îñòàåòñÿ 5a/6. Çíà÷èò, òîò,
êòî èãðàåò ïàðòèþ â îäíî áðîñàíèå, ìîæåò ñòàâèòü òîëüêî 1 ïðîòèâ 5¿.

Ïðè äâóõ áðîñàíèÿõ êîñòè âû÷èñëåíèÿ ñòîèìîñòè èãðû Ãþéãåíñ ïðîâî-
äèò ñëåäóþùèì ïóòåì. ¾Åñëè 6 î÷êîâ ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïåðâîì áðîñàíèè, òî
áðîñàþùèé ïîëó÷àåò à, íî íà ýòî ó íåãî èìååòñÿ 1 øàíñ, è èìååòñÿ 5 øàí-
ñîâ, ÷òî ýòî íå ïðîèçîéäåò. Íî òîãäà èìååòñÿ åùå âòîðîå áðîñàíèå, êîòîðîå

4Çàìåòèì, ÷òî ýòî ìåñòî âûãëÿäèò óáåäèòåëüíî ëèøü â ïðåäïîëîæåíèè ðàâíîñèëüíî-
ñòè èãðîêîâ. Îäíàêî åñëè èç äâóõ ïàðòèé îáå âûèãðàë èãðîê A, òî ýòî íàâîäèò íà ìûñëü
î òîì, ÷òî îí èãðàåò ëó÷øå, ÷åì èãðîê B. Åñëè æå A âûèãðàë 20 ïàðòèé, à B � 18, òî
ïðåäñòàâëåíèå îá èõ ðàâíîñèëüíîñòè ñòàíîâèòñÿ áîëåå óáåäèòåëüíûì.
Ïîçäíåå íåîäíîêðàòíî ðàññìàòðèâàëèñü ìíîãî÷èñëåííûå çàäà÷è ñ ó÷åòîì íåðàâíîñèëü-

íîñòè èãðîêîâ. Òàêèå çàäà÷è çàòåì ïîëó÷àëè èíòåðïðåòàöèþ íà ÿçûêå ôèçèêè è èíæå-
íåðíîãî äåëà.
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ñòîèò åìó, ñîãëàñíî ïðåäøåñòâóþùåìó âû÷èñëåíèþ a/6. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî èãðà äîëæíà ñòîèòü èãðàþùåìó (1 · a + 5

6 · a)/6 = 11a/36¿. Àíàëîãè÷-
íûì ïóòåì Ãþéãåíñ ïîëó÷àåò äëÿ òðåõêðàòíîãî áðîñàíèÿ êîñòè ñòîèìîñòü
èãðû, ñîñòîÿùåé â òîì, ÷òî õîòÿ áû ðàç âûïàäåò ãðàíü ñ ÷èñëîì î÷êîâ 6,
ðàâíóþ 91a/216. Äàëåå îí âû÷èñëèë ñòîèìîñòü ïîäîáíîé èãðû ïðè ÷åòû-
ðåõêðàòíîì, ïÿòè è øåñòèêðàòíîì áðîñàíèè êîñòè. Ðåçóëüòàòû ïîëó÷èëèñü
òàêèìè: 671a/1296, 4651a/7776, 31031a/46656.

Â ïðåäëîæåíèè 11 Ãþéãåíñ ðàññìàòðèâàåò òàêóþ çàäà÷ó: ¾Íàéòè âî
ñêîëüêî áðîñàíèé ìîæíî îáÿçàòüñÿ âûáðîñèòü äâå øåñòåðêè?¿ Äëÿ íàñ ýòà
ôîðìóëèðîâêà íåîïðåäåëåííà. Îíà äîëæíà áûòü ñôîðìóëèðîâàíà òàê: åñ-
ëè ïðè áðîñàíèè äâóõ êîñòåé èãðîê âûèãðûâàåò ñóììó a, òî êàêóþ ñòàâêó
îí äîëæåí âíåñòè äëÿ ó÷àñòèÿ â èãðå (ïðè áåçîáèäíîé èãðå) ? Ëåãêî ïîä-
ñ÷èòàòü, ÷òî öåíà èãðû ïðè îäíîì áðîñàíèè äîëæíà ñòîèòü a/36, ïðè äâóõ
áðîñàíèÿõ 71a/1296 è òàê äàëåå. Äàëåå Ãþéãåíñ ñäåëàë òàêîå çàìå÷àíèå: ¾ß
íàõîæó, ÷òî òîò, êòî èãðàåò ïðè 24 áðîñàíèÿõ, èìååò åùå ëåãêóþ íåâûãîäó
è ÷òî ìîæíî ïðèíèìàòü ñ âûãîäîþ ïàðòèþ, èãðàÿ òîëüêî ìèíèìàëüíî ïðè
25 áðîñàíèÿõ¿.

Ìû ïðèâåäåì òåïåðü ôîðìóëèðîâêè îñòàëüíûõ òðåõ ïðåäëîæåíèé ðàáî-
òû Ãþéãåíñà.

Ïðåäëîæåíèå 12. Íàéòè òàêîå ÷èñëî êîñòåé, ïðè êîòîðîì ìîæíî îáÿ-
çàòåëüíî âûáðîñèòü äâå øåñòåðêè ïðè ïåðâîì áðîñàíèè?

Ïðåäëîæåíèå 13. Íàéòè ïðè÷èòàþùóþñÿ êàæäîìó èç íàñ ÷àñòü îáùåé
ñóììû ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ÿ áðîñèë äâå êîñòè îäèí ðàç ñ òåì óñëîâèåì,
÷òî åñëè âûïàäåò 7 î÷êîâ, òî âûèãðûâàþ ÿ, è ÷òî âûèãðûâàåò ìîé ïðîòèâ-
íèê, åñëè âûïàäàåò 10 î÷êîâ. À åñëè âûïàäàåò äðóãîå ÷èñëî î÷êîâ, òî ìû
äåëèì îáùóþ ñóììó ïîðîâíó.

Ïðåäëîæåíèå 14. Äðóãîé èãðîê è ÿ ïîî÷åðåäíî áðîñàåì äâå êîñòè ïðè
óñëîâèè, ÷òî ÿ âûèãðûâàþ, êàê òîëüêî ÿ âûáðîøó 7 î÷êîâ, è îí âûèãðûâà-
åò, êàê òîëüêî âûáðîñèò 6 î÷êîâ, è ÿ ïðåäîñòàâëÿþ åìó áðîñèòü ïåðâîìó.
Òðåáóåòñÿ íàéòè îòíîøåíèå ìîèõ øàíñîâ è åãî.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî â ïèñüìà ê Êàðêàâè îò 6 èþëÿ 1656 ã. Ãþéãåíñ
ïèñàë, ÷òî ïðåäëîæåíèå 14 åãî òðàêòàòà ñîîòâåòñòâóåò îäíîé èç øåñòè çàäà÷
Ôåðìà, êîòîðûå ïîñëåäíèé ñîîáùèë Êàðêàâè.

Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû ìû ñôîðìóëèðóåì âñå ïÿòü çàäà÷, ïðåäëîæåí-
íûõ Ãþéãåíñîì ÷èòàòåëÿì äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ. Èõ ðåøåíèå îí
îïóáëèêîâàë ëèøü â 1665 ã.

1. A è B èãðàþò äâóìÿ êîñòÿìè íà ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ: A âûèãðûâàåò,
åñëè îí âûáðîñèò 6 î÷êîâ, B âûèãðûâàåò, åñëè âûáðîñèò 7 î÷êîâ. Ïåðâûì
áðîñàåò A îäèí ðàç, çàòåì B áðîñàåò äâàæäû, çàòåì A áðîñàåò äâà ðàçà è
ò.ä., ïîêà êòî-íèáóäü íå âûèãðàåò. Â êàêîì îòíîøåíèè øàíñû A îòíîñÿòñÿ
ê øàíñàì B Îòâåò: êàê 10355 ê 12276.

2. Òðîå èãðîêîâ áåðóò 12 ôèøåê, èç êîòîðûõ 4 áåëûõ è 8 ÷åðíûõ, è èã-
ðàþò íà òàêèõ óñëîâèÿõ: ïåðâûé âûòÿíóâøèé áåëóþ ôèøêó ïîáåæäàåò. A
òÿíåò ïåðâûì, B âòîðûì, à çàòåì C, ïîòîì îïÿòü A è ò.ä. Â êàêîì îòíîøå-
íèè íàõîäÿòñÿ øàíñû îäíîãî ïðîòèâ äðóãèõ?

18



3. A äåðæèò ïàðè ïðîòèâ B, ÷òî èç 40 êàðò (ïî 10 îäèíàêîâîé ìàñòè) îí
âûáåðåò òàêèå, ÷òî êàæäàÿ áóäåò ðàçëè÷íîé ìàñòè.

Çäåñü âåëè÷èíà øàíñîâ A ïðîòèâ B îïðåäåëÿåòñÿ êàê 1000 ê 8139.
4. Èìååì, êàê âî âòîðîé çàäà÷å, 12 ôèøåê, èç êîòîðûõ 4 áåëûõ è 8

÷åðíûõ; A äåðæèò ïàðè ïðîòèâ B, ÷òî â âûáîðå 7 ôèøåê âñëåïóþ îí áóäåò
èìåòü 3 áåëûõ. Ñïðàøèâàåòñÿ, â êàêîì îòíîøåíèè ñòîÿò øàíñû A ïðîòèâ B?

Åñëè Ãþéãåíñ èìåë â âèäó, ÷òî áóäóò âûíóòû òî÷íî 3 áåëûõ ôèøêè, òî
ðåçóëüòàò 35:64; åñëè æå ïî ìåíüøåé ìåðå 3, òî 42:57.

5. A è B, êàæäûé èìåþùèé ïî 12 ìîíåò, èãðàþò òðåìÿ êîñòÿìè íà óñëî-
âèÿõ: åñëè A âûáðîñèò 11 î÷êîâ, òî îí äîëæåí äàòü B îäíó ìîíåòó, íî åñëè
îí âûáðîñèò 14, òîãäà B äîëæåí äàòü îäíó ìîíåòó A. Òîò èãðîê âûèãðûâàåò,
êîòîðûé ïåðâûì ïîëó÷èò âñå ìîíåòû.

Çäåñü øàíñû A îòíîñÿòñÿ ê øàíñàì B êàê 244 140 625 ê 282 429 536 481.
Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íè÷åì èíûì êàê ðàçíîâèäíîñòüþ çàäà÷è î

ðàçîðåíèè èãðîêà.
Ñïóñòÿ äåñÿòü ëåò ïîñëå êîí÷èíû èçâåñòíîãî ôèëîñîôà Á. Ñïèíîçû

(1632�1677), â Ãààãå áûëà îïóáëèêîâàíà àíîíèìíàÿ ðàáîòà, ñîñòîÿùàÿ èç
äâóõ ÷àñòåé, äàëåêèõ äðóã îò äðóãà ïî ñîäåðæàíèþ. ¾Èññëåäîâàíèå î ðà-
äóãå¿ è ¾Çàìåòêè î ìàòåìàòè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè¿. Ïðîâåäåííûå èññëåäîâà-
íèÿ ïîäòâåðæäàþò ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ýòè ñî÷èíåíèÿ áûëè íàïèñà-
íû Ñïèíîçîé. Âî âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû ñîäåðæàëîñü ðåøåíèå ïåðâîé çàäà÷è
Ãþéãåíñà è áûëè ïðèâåäåíû ôîðìóëèðîâêè îñòàëüíûõ ÷åòûðåõ. Íàñ äîëæ-
íî çàèíòåðåñîâàòü òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî â íàçâàíèè ðàáîòû óæå ãîâîðèòñÿ
î ìàòåìàòè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè, íî õîòÿ â ñàìîé ðàáîòå âåðîÿòíîñòü íå îïðå-
äåëÿåòñÿ è ðàññóæäåíèÿ âåäóòñÿ íàä ÷èñëîì áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ñîáûòèþ
ñëó÷àåâ.

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîëåçíî ñäåëàòü ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå. Â 1692 ã.
Ä. Àðáóòíîò (1667�1735) ïðåäïðèíÿë èçäàíèå àíãëèéñêîãî ïåðåâîäà êíè-
ãà Ãþéãåíñà è ê ýòîìó ïåðåâîäó îí äîáàâèë ðÿä íîâûõ çàäà÷, â òîì ÷èñëå
çàäà÷ó èíîé ïðèðîäû. Ôîðìóëèðîâêà ýòîé çàäà÷è òàêîâà: íà ïëîñêîñòü íà-
óäà÷ó áðîñàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä ñ ðåáðàìè, íàõîäÿùèìèñÿ
â îòíîøåíèè a : b : c. Íàéòè îòíîøåíèå øàíñîâ âûïàäåíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà
ãðàíÿìè ab, bc è ca.

Ê êîíöó XVII âåêà çàâåðøàëñÿ äëèòåëüíûé ïåðèîä íàêîïëåíèÿ ïåðâè÷-
íûõ ñâåäåíèé î ñëó÷àéíûõ ñîáûòèÿõ, òî÷íî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ è ïîäõî-
äîâ ê èõ ðåøåíèþ. Ìíîãèå âûäàþùèåñÿ óìû çàíèìàëèñü ýòèìè âîïðîñàìè
è ñ ðàçíûõ ïîçèöèé ïîäõîäèëè ê êîëè÷åñòâåííîé îöåíêå âîçìîæíîñòè íà-
ñòóïëåíèÿ ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ. Ôåðìà ôàêòè÷åñêè ïîëüçîâàëñÿ ïîíÿòèåì
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, èñïîëüçîâàíèå êîòîðîãî äëÿ ðåøåíèÿ ðàçíîîá-
ðàçíûõ çàäà÷ áûëî øèðîêî ðàçâèòî Ãþéãåíñîì; Ïàñêàëü, Ôåðìà è Ãþéãåíñ
èñïîëüçîâàëè ïðåäñòàâëåíèÿ î òåîðåìàõ ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòåé è ïîäîøëè âïëîòíóþ ê ïîíÿòèþ âåðîÿòíîñòè, îäíàêî åãî îíè íå ââåëè.
Êàçàëîñü áû, ÷òî ýòîò øàã � ïåðåõîä îò ðàññìîòðåíèÿ ÷èñëà âîçìîæíûõ
èñõîäîâ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ íàñòóïëåíèþ ñîáûòèÿ, ê ðàññìîòðåíèþ îò-
íîøåíèÿ ýòîãî ÷èñëà ê ÷èñëó âñåõ âîçìîæíûõ èñõîäîâ � áûë åñòåñòâåíåí.
Îäíàêî íèêòî ýòîãî øàãà íå ñäåëàë. Ðàññóæäåíèÿ, áëàãîäàðÿ ýòîìó, áûëè
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ñëîæíû è ôîðìóëèðîâêè çàäà÷ íå î÷åíü òî÷íû. È åñëè áû èññëåäîâàòåëè
òîãî âðåìåíè çàäàëè ñåáå âîïðîñ, ÷òî âîçìîæíåå ïðè ÷åòûðåõêðàòíîì áðîñà-
íèè êîñòè õîòÿ áû ðàç âûáðîñèòü øåñòåðêó èëè ïðè äâàäöàòèïÿòèêðàòíîì
áðîñàíèè äâóõ êîñòåé õîòÿ áû ðàç âûáðîñèòü íà îáåèõ êîñòÿõ øåñòåðêè, îíè
áûëè áû âûíóæäåíû ââåñòè êëàññè÷åñêîå ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè è äàëåå åãî
èñïîëüçîâàòü. Îäíàêî ýòîãî â XVII âåêå íå ïðîèçîøëî è ââåäåíèå â íàóêó
êëàññè÷åñêîãî ïîíÿòèÿ âåðîÿòíîñòåé ïðèíàäëåæèò ëèøü XVIII ñòîëåòèþ.
Îäíàêî îíî áûëî èññëåäîâàíèÿìè XVII âåêà õîðîøî ïîäãîòîâëåíî. Ïåðèîä
ïðåäûñòîðèè çàâåðøàëñÿ è íà÷èíàëñÿ ïåðèîä ñîáñòâåííî èñòîðèè òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé. Äëÿ ýòîãî óæå áûë ñîçäàí äîñòàòî÷íî ïðî÷íûé ôóíäàìåíò.

6. Î ïåðâûõ èññëåäîâàíèÿõ ïî äåìîãðàôèè

Â ñëåäóþùåé ãëàâå ìû óçíàåì, ÷òî îäíèì èç òîë÷êîâ äëÿ ðàçâèòèÿ îñíîâ-
íûõ ïîíÿòèé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñûãðàëè èññëåäîâàíèÿ Äæîíà Ãðàóíòà
(1620�1675) è Âèëüÿìà Ïåòòè (1623�1687) ïî äåìîãðàôèè èëè, êàê òîãäà
ãîâîðèëè, ïî ïîëèòè÷åñêîé àðèôìåòèêå. Èõ ðàáîòû íàãëÿäíî ïðîäåìîí-
ñòðèðîâàëè êàêèì ìîùíûì îðóäèåì ìîãóò ñëóæèòü äëÿ èçó÷åíèÿ ìàññî-
âûõ ÿâëåíèé ñòàòèñòè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ, åñëè èõ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðà-
çîì îáðàáîòàòü. Èõ êíèãè ïîëó÷èëè áîëüøîå ðàñïðîñòðàíåíèå, ñòàðàòåëüíî
èçó÷àëèñü ó÷åíûìè ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ íàïðàâëåíèé äåÿòåëüíîñòè, â òîì
÷èñëå è ìàòåìàòèêàìè.

Ïåðâîé ðàáîòîé, ñ êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ èñòîðèÿ ñòàòèñòèêè êàê îáëà-
ñòè íàó÷íîãî çíàíèÿ, ñëåäóåò íàçâàòü êíèãó Ä. Ãðàóíòà, îïóáëèêîâàííóþ
â 1662 ã. ïîä íàçâàíèåì ¾Åñòåñòâåííûå è ïîëèòè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ, ïåðå-
÷èñëåííûå â ïðèëàãàåìîì îãëàâëåíèè è ñäåëàííûå íàä áþëëåòåíÿìè ñìåðò-
íîñòè. Ïî îòíîøåíèþ ê óïðàâëåíèþ, ðåëèãèè, òîðãîâëå, ðîñòó, âîçäóõó, áî-
ëåçíÿì è ðàçíûì èçìåíåíèÿì îçíà÷åííîãî ãîðîäà¿. Íàì íåò íóæäû äàâàòü
îïèñàíèå âñåãî ñîäåðæàíèÿ ýòîé êíèãè, íî îòòåíèòü îòäåëüíûå ìîìåíòû,
íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî, ñëåäóåò.

Îñíîâíàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ çàèíòåðåñîâàëà Ãðàóíòà, ñîñòîÿëà â óêàçàíèè
ìåòîäà, êîòîðûé ïîçâîëÿë áû óñòàíîâèòü ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ âîçðàñò-
íîé ñîñòàâ íàñåëåíèÿ ãîðîäà â ðåçóëüòàòå íàáëþäåíèé çà âîçðàñòîì óìåð-
øèõ. Ñ ýòîé öåëüþ èì áûëè ïðîàíàëèçèðîâàíû ðåçóëüòàòû 229 250 ðåãè-
ñòðàöèè ñìåðòåé â Ëîíäîíå ïðîèñøåäøèõ çà 20 ëåò. Ñðåäè ýòèõ ñìåðòåé
áûëî îòìå÷åíî 71 124 ñìåðòè äåòåé îò 0 äî 6 ëåò. Ïðè÷èíû ñìåðòè áûëè
òùàòåëüíî ïåðå÷èñëåíû Ãðàóíòîì. Îí ñïåöèàëüíî îòìåòèë, ÷òî îòíîøåíèå
÷èñëà ñìåðòåé äåòåé îò 0 äî 6 ëåò ê îáùåìó ÷èñëó ñìåðòåé çà òîò æå ïåðèîä
âðåìåíè, ðàâíîå 71 124/229 250, ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíÿåòñÿ 1/3. Èíûìè ñëî-
âàìè, Ãðàóíò ââåë ïðåäñòàâëåíèå î ÷àñòîòå ñîáûòèÿ. Äëÿ ðàçâèòèÿ òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñûãðàëî îãðîìíóþ ðîëü, êàê, âïðî÷åì, è
åãî çàìå÷àíèå: ¾. . . ìû õîòåëè áû îòìåòèòü, ÷òî íåêîòîðûå èç ñëó÷àéíîñòåé
èìåþò ïîñòîÿííîå îòíîøåíèå ê ÷èñëó âñåõ ïîõîðîí¿ (öèòèðîâàííàÿ êíèãà,
ñ. 32). Çäåñü Ãðàóíò âïëîòíóþ ïîäîøåë ê ïðåäñòàâëåíèþ î ñòàòèñòè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè ñðåäíèõ.
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Îí óñòàíîâèë, ÷òî äëÿ Ëîíäîíà ÷èñëî ðîæäåíèé ìàëü÷èêîâ ê ÷èñëó ðîæ-
äåíèé äåâî÷åê îòíîñèòñÿ êàê 14:13, ÷òî â ñðåäíåì íà êàæäûå 11 ñåìåéñòâ
åæåãîäíî óìèðàþò 3 èõ ÷ëåíà, ÷òî îäíà èç 2000 æåíùèí óìèðàåò îò ðîäîâ,
÷òî â ñðåäíåì íà êàæäûå 63 ïîêîéíèêà ïðèõîäèòñÿ 52 íîâîðîæäåííûõ. Òåì
ñàìûì ÷èñëåííîñòü íàñåëåíèÿ Ëîíäîíà ïîïîëíÿåòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêè çà ñ÷åò
ïðîâèíöèè. Îí óñòàíîâèë íà îñíîâàíèè òàáëèö ñìåðòíîñòè, ÷òî â Ëîíäîíå
íà êàæäûå 100 ìóæ÷èí 34 èìåþò âîçðàñò îò 16 äî 56 ëåò. Òàê ÷òî ïî åãî
äàííûì â òó ïîðó èç 199 112 æèòåëåé ìóæñêîãî ïîëà 67 694 èìåëè âîçðàñò
îò 16 äî 56 ëåò.

Èì áûëà ñîñòàâëåíà ïåðâàÿ òàáëèöà ñìåðòíîñòè, êîòîðóþ ìû òåïåðü
ïðèâåäåì: èç êàæäûõ 100 íîâîðîæäåííûõ äîæèâàåò äî

6 ëåò 64 36 ëåò 16 66 ëåò 3
16 ëåò 40 46 ëåò 10 76 ëåò 1
26 ëåò 25 56 ëåò 6 86 ëåò 0

Â ýòîé òàáëèöå ïîðàæàåò îãðîìíàÿ äåòñêàÿ è þíîøåñêàÿ ñìåðòíîñòü:
òîëüêî 64% â òó ïîðó äîæèâàëè äî 6 ëåò è òîëüêî 40% � äî 16 ëåò.

Ãðàóíò ïðåêðàñíî ïîíèìàë, ÷òî òî÷íîñòü åãî âûâîäîâ òåì áîëüøå, ÷åì
áîëüøå íàáëþäåíèé èìååòñÿ äëÿ îáðàáîòêè. Èìåííî â ñâÿçè ñ ýòèì îí îòìå-
òèë, ÷òî íåäîñòàòî÷íî îãðàíè÷èâàòüñÿ îáðàáîòêîé áþëëåòåíåé ñìåðòíîñòè
òîëüêî çà îäíó íåäåëþ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëíîöåííûõ âûâîäîâ î ñîñòàâå íà-
ñåëåíèÿ.

Ïîíÿòèå ÷àñòîòû îêàçàëîñü ïîëåçíûì è åãî ñðàçó ïîäõâàòèëè äðóãèå
àâòîðû. Òàê â íåáîëüøîé êíèãå Â. Ïåòòè ¾Äâà î÷åðêà ïî ïîëèòè÷åñêîé
àðèôìåòèêå, îòíîñÿùèåñÿ ê ëþäÿì, çäàíèÿì, áîëüíèöàì â Ëîíäîíå, Ïà-
ðèæå¿, âûøåäøåé â 1682 ã. â Ëîíäîíå, à ÷åðåç äâà ãîäà âî ôðàíöóçñêîì
ïåðåâîäå â Ïàðèæå, áûëè äàíû ñðàâíèòåëüíûå äàííûå î ñìåðòíîñòè â ãîñ-
ïèòàëÿõ øàðèòå5 Ïàðèæà è Ëîíäîíà. Òàê â îäíîì èç ãîñïèòàëåé øàðèòå
Ïàðèæà â òå÷åíèå ãîäà èç 2647 áîëüíûõ ñêîí÷àëèñü 338, à â äâóõ ãîñïèòà-
ëÿõ Ëîíäîíà èç 3281 áîëüíûõ óøëè èç æèçíè 461. ×àñòîòû ãîñïèòàëüíîé
ñìåðòíîñòè äëÿ Ïàðèæà è Ëîíäîíà îêàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíûìè
0.136 è 0.140. Ïåòòè íå èñïîëüçîâàë äåñÿòè÷íûõ äðîáåé è îáå ÷àñòîòû ñ÷è-
òàë ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíûìè 1/7. Åùå áîëüøèé ïðîöåíò ñìåðòíîñòè îêà-
çàëñÿ â ïàðèæñêîì ãîñïèòàëå ¾Áîæèé äîì¿ (L'hotel dieu), à èìåííî â íåì èç
21 591 áîëüíûõ ñêîí÷àëîñü 5360. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ýòîãî ãîñïèòàëÿ ÷àñòî-
òà îêîí÷àòåëüíîãî èñöåëåíèÿ îò âñåõ áîëåçíåé è ïå÷àëåé îêàçàëàñü ðàâíîé
5360/21 491 ≈ 0.262. Ïåòòè ïðèíèìàë åå çà 1/4.

Â ýòîé æå êíèãå Ïåòòè óñòàíîâèë, ÷òî â Ëîíäîíå â ñðåäíåì óìèðàåò
îäèí æèòåëü èç 30, à â ñåëüñêîé ìåñòíîñòè � îäèí èç 37. Ñðåäè æå ÷ëåíîâ
ïàðëàìåíòà îäíà ñìåðòü ïðèõîäèòñÿ íà 50 ÷åëîâåê. Îí òàêæå óòâåðæäàë,
÷òî î ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ ãîðîäà ìîæíî ñóäèòü ïî áþëëåòåíÿì ñìåðò-
íîñòè. Òàê, äëÿ ïðèìåðà, â Ëîíäîíå áûëî çàðåãèñòðèðîâàíî 22 331 ñìåðòåé.
Çíà÷èò, ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíò ñìåðòíîñòè äëÿ Ëîíäîíà ðàâåí 1/30, ÷èñëî
æèòåëåé â ýòîì ãîðîäå äîëæíî áûòü áëèçêî ê 669 930.

5La charit�e - ìèëîñåðäèå. Òàê íàçûâàëèñü áîëüíèöû, îðãàíèçîâàííûå öåðêîâüþ äëÿ
áåäíÿêîâ.
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Íåñîìíåííî, ÷òî ðàáîòû Ãðàóíòà, Ïåòòè è ðÿäà èõ ïîñëåäîâàòåëåé ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé íè÷òî èíîå êàê ïåðâûå øàãè â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ñòà-
òèñòèêè.

Íåïîñðåäñòâåííûì ïðîäîëæàòåëåì èññëåäîâàíèé, íà÷àòûõ Ãðàóíòîì è
Ïåòòè, áûë çíàìåíèòûé àíãëèéñêèé àñòðîíîì Ýäìóíò Ãàëëåé (1656�1742).
Â 1693 ã. Ãàëëåé îïóáëèêîâàë â èçäàíèÿõ Ëîíäîíñêîãî êîðîëåâñêîãî îáùå-
ñòâà äâå ñòàòüè ¾Îöåíêà ñòåïåíåé ñìåðòíîñòè ÷åëîâå÷åñòâà, âûâåäåííàÿ íà
îñíîâàíèè ëþáîïûòíûõ òàáëèö ðîæäåíèé è ïîãðåáåíèé ãîðîäà Áðåñëàâëÿ,
ñ ïîïûòêîé óñòàíîâèòü öåíó ïîæèçíåííûõ ðåíò¿ è ¾Íåñêîëüêî äàëüíåé-
øèõ çàìå÷àíèé ïî ïîâîäó Áðåñëàâëüñêèõ áþëëåòåíåé ñìåðòíîñòè¿. Â îñíî-
âó ýòèõ ñòàòåé áûëè ïîëîæåíû äàííûå î äâèæåíèè íàñåëåíèÿ Áðåñëàâëÿ
çà 1687�1691 ãã., ïðèñëàííûå ïî ïðîñüáå ñåêðåòàðÿ îáùåñòâà Ãåíðèõà Æþ-
ñòåëëÿ ïàñòîðîì Êàñïàðîì Íåéìàíîì. Áîëåå Ãàëëåé ê ýòèì âîïðîñàì íå
âîçâðàùàëñÿ.

Îäíà èç ïðè÷èí èíòåðåñà Ãàëëåÿ ê òàáëèöàì ñìåðòíîñòè ñîñòîèò â òîì,
÷òî ñàìè Ãðàóíò è Ïåòòè ñîçíàâàëè íåäîñòàòî÷íóþ îáîñíîâàííîñòü ñâîèõ
âûâîäîâ, ïîñêîëüêó ó íèõ îòñóòñòâîâàëè ÷èñëåííîñòü íàñåëåíèÿ è âîçðàñò
óìåðøèõ (çà÷àñòóþ). Êðîìå òîãî, â ãîðîäàõ, êîòîðûå îíè èçó÷àëè � Ëîí-
äîí è Äóáëèí � áûë áîëüøîé ïðèòîê íàñåëåíèÿ èçâíå. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî
äåëàåò óêàçàííûå ãîðîäà ¾íåïîäõîäÿùèìè â êà÷åñòâå ñòàíäàðòà äëÿ ýòîé
öåëè, êîòîðàÿ òðåáóåò, åñëè ýòî âîçìîæíî, ÷òîáû íàñåëåíèå, ñ êîòîðûì èìå-
þò äåëî, áûëî ñîâåðøåííî çàêðûòûì, ò.å. òàêèì, ãäå âñå óìèðàþò òàì, ãäå
îíè ðîäèëèñü, ãäå íåò íèêàêèõ ýìèãðàíòîâ è èììèãðàíòîâ¿ (Ãàëëåé, ïåðâûé
ìåìóàð). Ïî ñëîâàì Ãàëëåÿ, áðåñëàâëüñêèå ìàòåðèàëû íå èìåþò óêàçàííûõ
äåôåêòîâ.

Íà îñíîâàíèè èìåâøèõñÿ ó íåãî äàííûõ Ãàëëåé ñîñòàâèë òàáëèöó ñìåðò-
íîñòè, êîòîðóþ îí ðàññìàòðèâàë îäíîâðåìåííî è êàê òàáëèöó äîæèâàþùèõ
ïî âîçðàñòó ëèö, òàê è êàê ðàñïðåäåëåíèå íàñåëåíèÿ ïî âîçðàñòó. Îí ââåë
â íàóêó ïîíÿòèå î âåðîÿòíîé ïðîäîëæèòåëüíîñòè æèçíè, êàê î âîçðàñòå,
êîòîðîãî îäèíàêîâî ìîæíî äîñòèãíóòü è íå äîñòèãíóòü. Íà ñîâðåìåííîì
ÿçûêå ýòî ìåäèàíà äëèòåëüíîñòè æèçíè. Ñàì Ãàëëåé íå ââîäèë íè òåðìèíà
ìåäèàíà, íè òåðìèíà âåðîÿòíàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü æèçíè. Â âû÷èñëåíè-
ÿõ Ãàëëåÿ ìîæíî çàìåòèòü èñïîëüçîâàíèå èì ïðèíöèïîâ, ëåæàùèõ â îñíîâå
òåîðåì ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, à òàêæå ðàññóæäåíèÿ, áëèçêèå
ê ôîðìóëèðîâêå çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë.

Ðàáîòû Ãàëëåÿ èìåëè î÷åíü áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ ðàçâèòèÿ íàóêè è
ïðèìåíåíèé ñòàòèñòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé î íàðîäîíàñåëåíèè ê âîïðîñàì
ñòðàõîâàíèÿ.
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Ãëàâà 2. Ïåðèîä ôîðìèðîâàíèÿ îñíîâ òåîðèè

âåðîÿòíîñòåé

7. Âîçíèêíîâåíèå êëàññè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ

âåðîÿòíîñòè

Îáðàçîâàíèå îñíîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé ïðåäñòàâëÿåò âàæíûå ýòà-
ïû â ïðîöåññå ìàòåìàòè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ. Ìû âèäåëè, ÷òî äî êîíöà XVII âå-
êà íàóêà òàê è íå ïîäîøëà ê ââåäåíèþ êëàññè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòè, à ïðîäîëæàëà îïåðèðîâàòü òîëüêî ñ ÷èñëîì øàíñîâ, áëàãîïðèÿòñòâóþ-
ùèõ òîìó èëè èíîìó èíòåðåñóþùåìó èññëåäîâàòåëåé ñîáûòèþ. Îòäåëüíûå
ïîïûòêè, êîòîðûå íàìè áûëè îòìå÷åíû ó Êàðäàíî è ó ïîçäíåéøèõ èññëå-
äîâàòåëåé, íå ïðèâåëè ê ÿñíîìó ïîíèìàíèþ çíà÷åíèÿ ýòîãî íîâîââåäåíèÿ è
îñòàëèñü èíîðîäíûì òåëîì â çàâåðøåííûõ ðàáîòàõ. Îäíàêî, â òðèäöàòûõ
ãîäàõ XVIII ñòîëåòèÿ êëàññè÷åñêîå ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè ñòàëî îáùåóïîòðå-
áèòåëüíûì è íèêòî èç ó÷åíûõ ýòèõ ëåò íå ìîã áû îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî
ïîäñ÷åòîì ÷èñëà áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ñîáûòèþ øàíñîâ. Êòî æå ââåë ýòî
ïîíÿòèå è íàñòîëüêî ÿñíî ïîêàçàë åãî íåîáõîäèìîñòü, ÷òîáû â äàëüíåéøåì
óæå íå âîçíèêëî ñîìíåíèÿ â åãî öåëåñîîáðàçíîñòè äëÿ ðàçâèòèÿ íàóêè?
Ìû äîëæíû çàìåòèòü, ÷òî ââåäåíèå êëàññè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòè ïðîèçîøëî íå â ðåçóëüòàòå îäíîêðàòíîãî äåéñòâèÿ, à çàíÿëî äëèòåëü-
íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, íà ïðîòÿæåíèè êîòîðîãî ïðîèñõîäèëî íåïðåðûâ-
íîå ñîâåðøåíñòâîâàíèå ôîðìóëèðîâêè, ïåðåõîä îò ÷àñòíûõ çàäà÷ ê îáùåìó
ñëó÷àþ.

Âíèìàòåëüíîå èçó÷åíèå, ïîêàçûâàåò, ÷òî åùå â êíèãå X. Ãþéãåíñà
¾Î ðàñ÷åòàõ â àçàðòíûõ èãðàõ¿ (1657) íåò ïîíÿòèÿ âåðîÿòíîñòè êàê ÷èñëà,
çàêëþ÷åííîãî ìåæäó 0 è 1 è ðàâíîãî îòíîøåíèþ ÷èñëà áëàãîïðèÿòñòâóþ-
ùèõ ñîáûòèþ øàíñîâ ê ÷èñëó âñåõ âîçìîæíûõ. À â òðàêòàòå ß. Áåðíóëëè
¾Èñêóññòâî ïðåäïîëîæåíèé¿ (1713)6 ïîíÿòèå ýòî ââåäåíî, õîòÿ è â äàëåêî
íåñîâåðøåííîé ôîðìå, íî, ÷òî îñîáåííî âàæíî, øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ. ×òî
æå ïðîèçîøëî çà òå ïîëñòîëåòèÿ, êîòîðîå ïðîøëî ìåæäó ïóáëèêàöèÿìè
ýòèõ êíèã? ×òî çàñòàâèëî ß. Áåðíóëëè ââåñòè â íàó÷íûé îáèõîä êëàññè÷å-
ñêîå ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè?

Íåñîìíåííî, ÷òî ôîðìóëèðîâêà çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë, îñóùåñòâëåííàÿ
ß. Áåðíóëëè, ñàìà ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ ýòîãî îñíîâàíèåì. Îä-
íàêî èìååòñÿ è äðóãîå ñîîáðàæåíèå, êîòîðîå, íåñîìíåííî, îêàçàëî ñèëüíîå
âëèÿíèå íà õîä ìûñëåé ðÿäà èññëåäîâàòåëåé, â òîì ÷èñëå è ß. Áåðíóëëè.
Ðå÷ü èäåò î ðàáîòàõ Ãðàóíòà è Ïåããè, î êîòîðûõ áûëî ñêàçàíî â ïðåäû-
äóùåì ïàðàãðàôå. Ýòè ïðîèçâåäåíèÿ ðåøàþùèì îáðàçîì âîçäåéñòâîâàëè
íà ëó÷øèå óìû òîãî âðåìåíè è íå áûëî íè îäíîãî ìàëî-ìàëüñêè êðóïíîãî
ìàòåìàòèêà, êîòîðûé íå èçó÷àë áû èõ è íå íàõîäèëñÿ ïîä èõ âîçäåéñòâèåì.

6×àñòü ÷åòâåðòàÿ ýòîé êíèãè ïåðåâåäåíà íà ðóññêèé ÿçûê è ñ ñîäåðæàòåëüíûìè
êîììåíòàðèÿìè: ß. Áåðíóëëè, ¾Î çàêîíå áîëüøèõ ÷èñåë¿, Ì., Íàóêà, 1986, ðåäàêòîð
Þ. Â. Ïðîõîðîâ.
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Ýòîãî âëèÿíèÿ íå èçáåæàë è ß. Áåðíóëëè. Ïðîèçâåäåíèÿ Ãðàóíòà è Ïåò-
òè óáåäèòåëüíî ïîêàçàëè ïðåèìóùåñòâà ïîíÿòèÿ ÷àñòîòû ïåðåä ïîíÿòèåì
÷èñëåííîñòè. Èìåííî ïîíÿòèå ÷àñòîòû, ò.å. îòíîøåíèå ÷èñëà íàáëþäåíèé,
â êîòîðûõ ïîÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîå ñâîéñòâî, ê ÷èñëó âñåõ íàáëþäåíèé,
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñåðüåçíûå ïðàêòè÷åñêèå âûâîäû, òîãäà êàê ðàññìîòðå-
íèå ÷èñëåííîåòåé îñòàâëÿåò èññëåäîâàòåëÿ â ñîñòîÿíèè íåîïðåäåëåííîñòè.
Îòñþäà îñòàâàëñÿ ëèøü îäèí øàã äî ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ êëàññè÷åñêîé âåðî-
ÿòíîñòè. Çàìåòèì, ÷òî âûâîäû Ãðàóíòà è Ïåòòè îòíîñèòåëüíî óñòîé÷èâîñòè
÷àñòîòû íåêîòîðûõ ñîáûòèé ïîäãîòîâèëè ïî÷âó è ê ôîðìóëèðîâêå çàêîíà
áîëüøèõ ÷èñåë.

Â âåñüìà íåñîâåðøåííîé ôîðìå êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè
ó ß. Áåðíóëëè ïîÿâèëîñü â ïåðâîé ãëàâå ÷åòâåðòîé ÷àñòè ¾Èñêóññòâà ïðåä-
ïîëîæåíèé¿. Òàì îí ñêàçàë ñëåäóþùèå ñëîâà: ¾Âåðîÿòíîñòü åñòü ñòåïåíü
äîñòîâåðíîñòè è îòëè÷àåòñÿ îò íåå, êàê ÷àñòü îò öåëîãî¿. Äàëåå áûëî ïîÿñ-
íåíèå ñêàçàííîãî íà ïðèìåðå, êîòîðûé îò÷åòëèâî ïîêàçûâàåò, ÷òî ß. Áåð-
íóëëè â äàííóþ èì ôîðìóëèðîâêó ôàêòè÷åñêè âêëàäûâàë òîò æå ñàìûé
ñìûñë, êàêîé ìû âêëàäûâàåì â êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè. Âîò
ýòî ïîÿñíåíèå: ¾Èìåííî: åñëè ïîëíàÿ è áåçóñëîâíàÿ äîñòîâåðíîñòü, îáîçíà-
÷àåìàÿ íàìè áóêâîé α èëè åäèíèöåé 1, áóäåò, äëÿ ïðèìåðà, ïðåäïîëîæåíà
ñîñòîÿùåé èç ïÿòè âåðîÿòíîñòåé, êàê áû ÷àñòåé, èç êîòîðûõ òðè áëàãîïðè-
ÿòñòâóþò ñóùåñòâîâàíèþ èëè îñóùåñòâëåíèþ êàêîãî-ëèáî ñîáûòèÿ, îñòàëü-
íûå æå íåáëàãîïðèÿòñòâóþò, òî áóäåò ñêàçàíî, ÷òî ýòî ñîáûòèå èìååò 3

5α
èëè 3/5 äîñòîâåðíîñòè¿.

Ïðè ôîðìóëèðîâêå ãëàâíîãî ïðåäëîæåíèÿ â ïÿòîé ãëàâå ÷åòâåðòîé ÷àñòè
ß. Áåðíóëëè âíîâü ïèñàë îá îòíîøåíèè ÷èñëà áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ñëó÷à-
åâ ê ÷èñëó âñåõ âîçìîæíûõ. Íî ïðè ýòîì îí íå îãîâàðèâàë, à ïðåäïîëàãàë
ñàìî ñîáîé ðàçóìåþùèìñÿ, ÷òî ýòè ñëó÷àè äîëæíû áûòü ðàâíîâåðîÿòíûìè.
Íàðÿäó ñ ýòèì îòíîøåíèåì, êîòîðîå âîøëî â íàóêó, Áåðíóëëè ïðåäëàãàë è
äðóãîå � ÷èñëî áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ê ÷èñëó íåáëàãîïðèÿòñòâóþùèõ. Â íà-
óêå ïðèâèëîñü òîëüêî ïåðâîå èç ýòèõ îòíîøåíèé, âòîðîå æå íå ïðèâèëîñü,
áûòü ìîæåò ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî îíî èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî áåñêîíå÷íîñòè, à
ìîæåò áûòü ïî ïðè÷èíå íåàääèòèâíîñòè ýòèõ îòíîøåíèé.

Èíòåðåñíû ðàññóæäåíèÿ ÷åòâåðòîé ãëàâû ÷åòâåðòîé ÷àñòè ñî÷èíåíèÿ
ß. Áåðíóëëè. Îí çàäàë âîïðîñ: êàê îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü ñëó÷àéíîãî ñî-
áûòèÿ, åñëè ó íàñ íåò âîçìîæíîñòè ïîäñ÷èòàòü ÷èñëà âñåõ âîçìîæíûõ è
áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ åìó øàíñîâ? Îòâåò èì áûë ñôîðìóëèðîâàí ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: ¾Íî çäåñü íàì îòêðûâàåòñÿ äðóãàÿ äîðîãà äëÿ äîñòèæåíèÿ
èñêîìîãî. È òî, ÷òî íå äàíî âûâåñòè a priori, òî, ïî êðàéíåé ìåðå, ìîæ-
íî ïîëó÷èòü a posteriori, ò.å. èç ìíîãîêðàòíîãî íàáëþäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ â
ïîäîáíûõ ïðèìåðàõ. . . Èáî, åñëè, íàïðèìåð, ïðè íàáëþäåíèÿõ, ñäåëàííûõ
íåêîãäà íàä òðåìÿ ñîòíÿìè ëþäåé òîãî æå âîçðàñòà è ñëîæåíèÿ, â êàêèõ
íàõîäèòñÿ òåïåðü Òèò, áûëî çàìå÷åíî, ÷òî èç íèõ äâåñòè äî èñòå÷åíèÿ äåñÿ-
òè ëåò óìåðëè, à îñòàëüíûå îñòàëèñü â æèâûõ è äàëüøå, òî ìîæíî çàêëþ-
÷èòü ñ äîñòàòî÷íûì îñíîâàíèåì, ÷òî èìååòñÿ âäâîå áîëüøå ñëó÷àåâ Òèòó
óìåðåòü â òå÷åíèå áëèæàéøåãî äåñÿòèëåòèÿ, ÷åì îñòàòüñÿ â æèâûõ ïî èñ-
òå÷åíèè ýòîãî ñðîêà... Ýòîò îïûòíûé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ñëó÷àåâ ïî
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íàáëþäåíèÿì íå íîâ è íå íåîáû÷åí¿.
Íàì âàæíî òåïåðü ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â âûñêàçàííûõ îòðûâêàõ äîñòàòî÷-

íî ÷åòêî ïðîñëåæèâàåòñÿ ìûñëü î ñòàòèñòè÷åñêîì îïðåäåëåíèè âåðîÿòíî-
ñòè. Íàâåðíÿêà ïðè ýòîì ß. Áåðíóëëè îñíîâûâàëñÿ è íà ðàáîòàõ Ãðàóíòà è
Ïåòòè.

Òàêèì îáðàçîì â òðàêòàòå ß. Áåðíóëëè ïðèñóòñòâóþò îáå êîíöåïöèè âå-
ðîÿòíîñòè � êëàññè÷åñêàÿ è ñòàòèñòè÷åñêàÿ. Îáå îíè èçëîæåíû íå î÷åíü
÷åòêî, íî ñóùåñòâåííî òî, ÷òî îíè óæå ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå è èñïîëüçî-
âàíû. Ýòèì áûë ñäåëàí ïðèíöèïèàëüíûé øàã â íàóêå î ñëó÷àå � ââåäåíî
â ðàññìîòðåíèå ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ êàê ÷èñëà, çà-
êëþ÷åííîãî ìåæäó 0 è 1. Äîñòîâåðíîìó ñîáûòèþ ïðè ýòîì ïðèïèñûâàåòñÿ
ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè åäèíèöà, à íåâîçìîæíîìó �
ìèíèìàëüíîå � íîëü. Êðîìå òîãî, áûëî ÿñíî ñêàçàíî, ÷òî ýòî ÷èñëî ìî-
æåò áûòü îïðåäåëåíî äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè: ïóòåì ïîäñ÷åòà ÷èñëà
ðàâíîâîçìîæíûõ ñëó÷àåâ, êîòîðûå áëàãîïðèÿòñòâóþò ñîáûòèþ, è âñåõ âîç-
ìîæíûõ ñëó÷àåâ è âû÷èñëåíèÿ èõ îòíîøåíèÿ èëè æå ïóòåì ïðîâåäåíèÿ
áîëüøîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé è âû÷èñëåíèÿ ÷àñòîòû ñîáûòèÿ.
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé ñ ýòîãî ìîìåíòà íà÷àëà ñâîþ èñ-
òîðèþ. Äî ýòîãî æå áûëà ïðåäûñòîðèÿ, êîòîðàÿ ïîäãîòîâëÿëà ïî÷âó äëÿ
ôîðìèðîâàíèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé è çàäà÷ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

ß. Áåðíóëëè îáäóìûâàë ñâîå ¾Èñêóññòâî ïðåäïîëîæåíèé¿ äîëãèå ãîäû,
ïî åãî ñëîâàì, ïî ìåíüøåé ìåðå äâàäöàòü ëåò. Íî ñâåò îíî óâèäåëî ëèøü
â 1713 ã., âîñåìü ëåò ñïóñòÿ ïîñëå ñìåðòè àâòîðà. Îäíàêî ñîäåðæàíèå ýòîãî
ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãèå ãîäû äî åãî ïóáëèêàöèè óæå áûëî èçâåñòíî íàó÷íîé
îáùåñòâåííîñòè ïî ðóêîïèñè, êîòîðàÿ ñòàëà äîñòóïíà ìíîãèì. Îá ýòîì ãî-
âîðèòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â ïóáëèêàöèÿõ Ôîíòåíåëÿ è Ñîðåíà, ïîñâÿùåííûõ
çàñëóãàì ïîêîéíîãî è âûøåäøèì â ñâåò ñîîòâåòñòâåííî â 1705 è 1706 ãîäàõ.
Íà ýòè ïóáëèêàöèè ïîçäíåå ññûëàëñÿ Ï. Ìîíìîð (1687�1719) â ñâîåé êíèãå
¾Îáçîð àíàëèçà àçàðòíûõ èãð¿ (1-å èçä. � 1706 ã.; 2-å èçä. � 1713 ã.); à òàêæå
ñäåëàë ïîäðîáíûé àíàëèç ñîäåðæàíèÿ ¾Èñêóññòâà ïðåäïîëîæåíèé¿. Òàêèì
îáðàçîì, òðàêòàò ß. Áåðíóëëè îêàçûâàë âëèÿíèå íà ðàçâèòèå òåîðèè âåðî-
ÿòíîñòåé çàäîëãî äî åãî îïóáëèêîâàíèÿ. Îá ýòîì ïîçäíåå ìû ñêàæåì åùå
ïî äðóãîìó ïîâîäó.

Ìîíìîð â óïîìÿíóòîé êíèãå èñïîëüçîâàë ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè è ïðè-
ìåíèë åãî ê ðåøåíèþ äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ çàäà÷. Â ÷àñòíîñòè, Ìîíìîð
ðàññìîòðåë è ïðàâèëüíî ðåøèë ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: èìååòñÿ n ïðåäìåòîâ,
ïðîíóìåðîâàííûõ ÷èñëàìè îò 1 äî n. Ñïðàøèâàåòñÿ, ÷åìó ðàâíà âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì âûíèìàíèè ýòèõ ïðåäìåòîâ íàóäà÷ó
(áåç âîçâðàùåíèÿ) õîòÿ áû îäèí ïðåäìåò áóäåò âûíóò òàê, ÷òî íîìåð âû-
íèìàíèÿ ñîâïàäåò ñ ïðèñâîåííûì åìó íîìåðîì. Ýòà âåðîÿòíîñòü îêàçàëàñü
ðàâíîé 1 − 1/2! + 1/3! − . . . + (−1)n/n! Ìû çíàåì, ÷òî ýòîé çàäà÷å òåïåðü
ïðèäàþòñÿ ðàçëè÷íûå ôîðìóëèðîâêè.

À. Ìóàâð âîñïðèíÿë êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè, äàííîå Áåð-
íóëëè, è âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ îïðåäåëèë ïî÷òè â òî÷íîñòè òàê, êàê ýòî äå-
ëàåì ìû òåïåðü. Îí ïèñàë: ¾Ñëåäîâàòåëüíî ìû ñòðîèì äðîáü, ÷èñëèòåëü
êîòîðîé áóäåò ÷èñëî ñëó÷àåâ ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ, à çíàìåíàòåëü � ÷èñëî
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âñåõ ñëó÷àåâ, ïðè êîòîðûõ îíî ìîæåò ïîÿâèòüñÿ èëè íå ïîÿâèòüñÿ, òàêàÿ
äðîáü áóäåò âûðàæàòü äåéñòâèòåëüíóþ âåðîÿòíîñòü åãî ïîÿâëåíèÿ¿. Ïîñëå
ýòîãî îïðåäåëåíèÿ Ìóàâð ïðèâåë â òî÷íîñòè ïðèìåð, î êîòîðîì ìû óïî-
ìèíàëè ïðè ðàññêàçå î âêëàäå Áåðíóëëè, à èìåííî: ¾åñëè êàêîå-òî ñîáû-
òèå èìååò 3 áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ øàíñà, 2 íåáëàãîïðèÿòñòâóþùèõ, äðîáíîå
âûðàæåíèå 3/5 áóäåò òî÷íî ãîâîðèòü î âåðîÿòíîñòè åãî ïîÿâëåíèÿ è ìîæåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê åå ìåðà¿ (¾Äîêòðèíà øàíñîâ¿). Îáðàòèì âíèìàíèå íà
òî, ÷òî Ìóàâð, êàê è ß. Áåðíóëëè, íå îòòåíÿë òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî øàí-
ñû äîëæíû áûòü ðàâíîâåðîÿòíûìè. Ýòî çàìå÷àíèå âïåðâûå áûëî ââåäåíî â
îïðåäåëåíèå êëàññè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè ëèøü Ï. Ëàïëàñîì â åãî ¾Àíàëèòè-
÷åñêîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé¿. Ëàãðàíæ îá ýòîì åùå íå çàäóìûâàëñÿ è äàâàë
îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè â òî÷íîñòè ïî Ìóàâðó. Ïî-âèäèìîìó, íà Ëàïëàñà
ïîâëèÿëà äèñêóññèÿ, íà÷àòàÿ Ä'Àëàìáåðîì, êîòîðûé ïðè ðåøåíèè çàäà÷è
î âåðîÿòíîñòè âûïàäåíèÿ (ïðè áðîñàíèè äâóõ ìîíåò) ãåðáà íà îäíîé èç ìî-
íåò è ðåøêè íà äðóãîé, îïðåäåëèë åå ðàâíîé 1/3. Ýòî îí ìîòèâèðîâàë òåì,
÷òî èìåþòñÿ ëèøü òðè âîçìîæíîñòè: 1) íà îáîèõ ìîíåòàõ âûïàäàåò ãåðá;
2) íà îáîèõ ìîíåòàõ âûïàäàåò ðåøêà; 3) íà îäíîé ìîíåòå âûïàäàåò ãåðá, à
íà äðóãîé � ðåøêà.

8. Î ôîðìèðîâàíèè ïîíÿòèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé

âåðîÿòíîñòè

Óæå â ïåðâîé ïîëîâèíå XVIII âåêà âûÿñíèëîñü, ÷òî êëàññè÷åñêîå ïîíÿòèå
âåðîÿòíîñòè èìååò îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü ïðèìåíåíèé è âîçíèêàþò ñèòó-
àöèè, êîãäà îíî íå äåéñòâóåò, à ïîòîìó íåîáõîäèìî êàêîå-òî åñòåñòâåííîå
åãî ðàñøèðåíèå. Îáû÷íî ñ÷èòàþò, ÷òî òàêèì òîë÷êîì ïîñëóæèëè ðàáîòû
ôðàíöóçñêîãî åñòåñòâîèñïûòàòåëÿ Æ. Áþôôîíà (1707�1788), â êîòîðûõ îí
ñôîðìóëèðîâàë çíàìåíèòóþ çàäà÷ó î áðîñàíèè èãëû íà ðàçãðàôëåííóþ
ïëîñêîñòü è ïðåäëîæèë åå ðåøåíèå. Ýòî óòâåðæäåíèå òðåáóåò ïîïðàâêè,
ïîñêîëüêó èñòîðè÷åñêè îíî íåâåðíî. Äåëî â òîì, ÷òî çàäîëãî äî ðîæäå-
íèÿ Áþôôîíà ïîÿâèëàñü ðàáîòà, â êîòîðîé ôàêòè÷åñêè óæå áûë ïîñòàâëåí
âîïðîñ î íàõîæäåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè. Ïðàâäà, â òó ïîðó åùå
íå áûëî è îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Â 1692 ã. â Ëîíäîíå áûë îïóáëèêîâàí
àíãëèéñêèé ïåðåâîä êíèãè Õ. Ãþéãåíñà ¾Î ðàñ÷åòàõ â àçàðòíûõ èãðàõ¿,
âûïîëíåííûé Ä. Àðáóòíîòîì (1667�1735). Â êîíöå ïåðâîé ÷àñòè ïåðåâîä-
÷èê äîáàâèë íåñêîëüêî çàäà÷, ñðåäè êîòîðûõ áûëà ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à
ñîâñåì èíîé ïðèðîäû, ïî ñðàâíåíèþ ñ òåìè, êîòîðûå áûëè ðàññìîòðåíû âå-
ëèêèì àâòîðîì. Îí íàçâàë ýòó çàäà÷ó òðóäíîé è ïîìåñòèë åå â äîïîëíåíèè
¾äëÿ òîãî, ÷òîáû îíà áûëà ðåøåíà òåìè, êòî ñ÷èòàåò òàêîãî ðîäà ïðîáëå-
ìû äîñòîéíûìè âíèìàíèÿ¿. Çàäà÷à, ïðåäëîæåííàÿ Àðáóòíîòîì, ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì: íà ïëîñêîñòü íàóäà÷ó áðîñàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïè-
ïåä ñ ðåáðàìè, ðàâíûìè a, b, c. Ñïðàøèâàåòñÿ, êàê ÷àñòî ïàðàëëåëåïèïåä
áóäåò âûïàäàòü ãðàíüþ ab? Ñàì Àðáóòíîò íå ñäåëàë äàæå ïîïûòêè ðåøå-
íèÿ ïðèäóìàííîé èì çàäà÷è. Ýòî áûëî îñóùåñòâëåíî çíà÷èòåëüíî ïîçäíåå
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Ò. Ñèìïñîíîì (1710�1761) â êíèãå ¾Ïðèðîäà è çàêîíû ñëó÷àÿ¿ (1740) , ãäå
çàäà÷à áûëà ïðèâåäåíà ïîä íîìåðîì XXVII. Èäåÿ ðåøåíèÿ, ïðåäëîæåííàÿ
Ñèìïñîíîì, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: îïèøåì îêîëî ïàðàëëåëåïèïåäà ñôåðó è
ñïðîåêòèðóåì èç öåíòðà íà ïîâåðõíîñòü åå âñå ðåáðà, áîêîâûå ãðàíè è îñ-
íîâàíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîâåðõíîñòü ñôåðû ðàçîáüåòñÿ íà øåñòü íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ îáëàñòåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíÿì ïàðàëëåëåïèïåäà. Äàëåå Ñèìï-
ñîí íàïèñàë: ¾Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî îïðåäåëåííàÿ ÷àñòü ñôåðè÷åñêîé ïî-
âåðõíîñòè, îãðàíè÷åííàÿ òðàåêòîðèåé, îïèñàííîé òàêèì îáðàçîì ðàäèóñîì,
áóäåò íàõîäèòüñÿ â òàêîì æå ñîîòíîøåíèè ê îáùåé ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè,
êàê âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ íåêîòîðîé ãðàíè ê åäèíèöå¿. Â òîì, ÷òî áûëî
òîëüêî ÷òî ñêàçàíî, â ïîëíîé ìåðå çàêëþ÷åíû ïðèíöèïû ðàçûñêàíèÿ ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòåé: ââîäèòñÿ ìåðà ìíîæåñòâà áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ
ñîáûòèþ ñëó÷àåâ è áåðåòñÿ åå îòíîøåíèå ê ìåðå ìíîæåñòâà âñåõ âîçìîæ-
íûõ ñëó÷àåâ. Â íàøåì ñëó÷àå ïîëíàÿ ìåðà ñâîäèòñÿ ê ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè
øàðà. Çàìåòèì, ÷òî Ñèìïñîí íè ñëîâà íå ñêàçàë î ôèçè÷åñêîé èíòåðïðå-
òàöèè ðåøåíèÿ. Âåäü äëÿ òîãî, ÷òîáû ïàðàëëåëåïèïåä óïàë íà ïëîñêîñòü
îïðåäåëåííîé ãðàíüþ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû åãî öåíòð òÿæåñòè íàõîäèëñÿ íàä
åå ïðîåêöèåé íà ïëîñêîñòü ïàäåíèÿ. Îäíàêî â ðåøåíèè Ñèìïñîíà ýòî òðå-
áîâàíèå ñîáëþäåíî.

Ââåäåì äëÿ äàëüíåéøåãî îáîçíà÷åíèÿ: R2 = a2 + b2 + c2, Pab, Pbc, Pca �
âåðîÿòíîñòè âûïàäåíèÿ íà êàêóþ-òî îïðåäåëåííóþ ãðàíü ñîîòâåòñòâåííî ab,
bc, ca. Âåðîÿòíîñòè âûïàäåíèÿ íà êàêóþ-òî èç ãðàíåé ab (ñîîòâåòñòâåííî
bc è ca) äîëæíû áûòü óâåëè÷åíû âäâîå. Ôîðìóëû, î êîòîðûõ èäåò ðå÷ü,
äîëæíû áûòü òàêîâû:

Pab =
1
π

arctg
ab

cR
, Pbc =

1
π

arctg
bc

aR
, Pca =

1
π

arctg
ca

bR
.

Áþôôîí äâàæäû ïóáëèêîâàë ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå ãåîìåòðè÷åñêèì âå-
ðîÿòíîñòÿì. Ïåðâàÿ åãî ïóáëèêàöèÿ íà ýòó òåìó îòíîñèòñÿ ê 1733 ã., êîãäà
îí ñäåëàë â Ïàðèæñêîé àêàäåìèè íàóê äîêëàä, íàïå÷àòàííûé ïîä íàçû-
âàíèåì ¾Ìåìóàð îá èãðå ôðàíê-êàððî¿ (Ìåìóàð îá èãðå ïðÿìî â êëåòêó) .
Ïîçäíåå, â 1777 ã. ýòîò ìåìóàð áûë öåëèêîì âêëþ÷åí â ¾Îïûò íðàâñòâåííîé
àðèôìåòèêè¿, ÿâëÿâøåéñÿ äîïîëíåíèåì ê òîìó IV åãî ¾Åñòåñòâåííîé èñòî-
ðèè¿. Öåëü, êîòîðóþ ñòàâèë ïåðåä ñîáîé Áþôôîí, ñîñòîÿëà â òîì, ÷òîáû
ïîêàçàòü, ÷òî ¾ãåîìåòðèÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â êà÷åñòâå àíàëèòè÷å-
ñêîãî èíñòðóìåíòà â îáëàñòè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé¿, â òî âðåìÿ êàê äî òåõ
ïîð ¾ãåîìåòðèÿ êàçàëîñü ìàëî ïðèãîäíîé äëÿ ýòèõ öåëåé¿, ïîñêîëüêó äëÿ
íèõ èñïîëüçîâàëàñü òîëüêî àðèôìåòèêà. Èãðà ôðàíê-êàððî ñîñòîèò â ñëå-
äóþùåì: ïîë ðàçãðàôëåí íà îäèíàêîâûå ôèãóðû. Íà ïîë áðîñàåòñÿ ìîíåòà,
åå äèàìåòð 2r ìåíüøå êàæäîé èç ñòîðîí è ìîíåòà öåëèêîì óêëàäûâàåò-
ñÿ âíóòðü ôèãóðû. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áðîøåííàÿ íàóäà÷ó
ìîíåòà ïåðåñå÷åò îäíó èëè äâå ñòîðîíû ôèãóðû?

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì ïîêðûòèå ïëîñêîñòè ïðÿìîóãîëüíèêà-
ìè ñî ñòîðîíàìè a è b, b > 2r, a > 2r. Ëåãêî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî ïëîùàäü
ïîëîñû ìåæäó îñíîâíûì ïðÿìîóãîëüíèêîì ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè
ñòîðîíàì îñíîâíîãî íà ðàññòîÿíèè r îò êàæäîé èç åãî ñòîðîí è öåëèêîì ðàñ-
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ïîëîæåííîãî âíóòðè îñíîâíîãî, ðàâíà 2r(a+b−2r). Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî öåíòð
ìîíåòû, ïîïàâ âíóòðü ìàëîãî ïðÿìîóãîëüíèêà, íå òîëüêî íå ïåðåñå÷åò, íî
äàæå íå êîñíåòñÿ ñòîðîí îñíîâíîãî. Çíà÷èò, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìîíåòà
ïåðåñå÷åò ïî ìåíüøåé ìåðå îäíó èç ñòîðîí îñíîâíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà
2r a+b−2r

ab .
Âòîðàÿ çàäà÷à, ñôîðìóëèðîâàííàÿ è ðåøåííàÿ Áþôôîíîì, ñîñòîèò â

ñëåäóþùåì: ïëîñêîñòü ðàçãðàôëåíà ðàâíîîòñòîÿùèìè ïàðàëëåëüíûìè ïðÿ-
ìûìè. Íà ïëîñêîñòü íàóäà÷ó áðîñàåòñÿ èãëà. Îäèí èãðîê óòâåðæäàåò, ÷òî
èãëà ïåðåñå÷åò îäíó èç ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, äðóãîé � ÷òî íå ïåðåñå÷åò.
Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà êàæäîãî èç èãðîêîâ. Ðåøåíèå ýòîé çà-
äà÷è õîðîøî èçâåñòíî, è íåò íåîáõîäèìîñòè ïðèâîäèòü åãî çäåñü. Ìåíåå
èçâåñòíà çàäà÷à Áþôôîíà îá èãðå, êîãäà èãëà áðîñàåòñÿ íà ïëîñêîñòü, ðàç-
ãðàôëåííóþ íà êâàäðàòû. Â ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è Áþôôîí äîïóñòèë îøèá-
êó, ïîçäíåå èñïðàâëåííóþ Ëàïëàñîì. Èìåííî: Áþôôîí ñ÷èòàë, ÷òî èñêîìàÿ
âåðîÿòíîñòü ðàâíà 2r a−r

πa2 , òîãäà êàê â äåéñòâèòåëüíîñòè îíà ðàâíà 4r 2a−r
πa2 .

Ïîñëå Áþôôîíà çàäà÷è íà ãåîìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè ñòàëè ñèñòåìà-
òè÷åñêè âêëþ÷àòüñÿ â òðàêòàòû è ó÷åáíèêè ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Òàê,
â çíàìåíèòóþ êíèãó Ëàïëàñà ¾Àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé¿ áûëè
âêëþ÷åíû è ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû âñå çàäà÷è Áþôôîíà. Íî Ëàïëàñ íå
ñ÷åë íóæíûì îòìåòèòü, îòêóäà îíè áûëè çàèìñòâîâàíû è êòî àâòîð ýòèõ
çàäà÷. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òåðìèíîëîãèÿ Ëàïëàñà äàëåêà îò ñîâåðøåí-
ñòâà. Òàê, äëÿ ïðèìåðà, îí ïèñàë, ÷òî ¾8r ðàâíÿåòñÿ ñóììå âñåõ ñëó÷àåâ, â
êîòîðûõ èãëà ïåðåñåêàåò îäíó èëè äðóãóþ ïàðàëëåëüíûå ëèíèè¿ è ÷òî 2aπ
ðàâíî ¾÷èñëó âñåõ âîçìîæíûõ êîìáèíàöèé¿. Çäåñü 2r îçíà÷àåò äëèíó èãëû,
à a � ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè.

Âî âòîðîé çàäà÷å, ðàññìîòðåííîé Ëàïëàñîì, ïëîñêîñòü ðàçãðàôëåíà äâó-
ìÿ ñèñòåìàìè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ íè÷òî èíîå êàê ñè-
ñòåìó êîîðäèíàòíûõ ëèíèé íà ïëîñêîñòè. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ëèíèÿìè ïåð-
âîé ñèñòåìû ðàâíî a, âòîðîé ñèñòåìû � b. Íà ïëîñêîñòü áðîñàåòñÿ èãëà
äëèíû 2r (2r < a, 2r < b). ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èãëà ïåðåñå-
÷åò õîòÿ áû îäíó ëèíèþ? Ðåøåíèå, ïðåäëîæåííîå Ëàïëàñîì, ïðåäïîëàãàåò,
÷òî äåëî èäåò î ñèñòåìàõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ. Ýòî Ëàïëà-
ñîì íå îãîâîðåíî. Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèÿ � ÷èñëà áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ
è ¾÷èñëà âñåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ¿ � Ëàïëàñ îïðåäåëèë, ÷òî âåðîÿòíîñòü
ïåðåñå÷åíèÿ îäíîé èç ëèíèé áðîøåííîé èãëîé ðàâíà 4r a+b−r

πab .
Â ïðåêðàñíîì äëÿ ñâîåãî âðåìåíè ó÷åáíèêå ¾Îñíîâàíèÿ ìàòåìàòè÷å-

ñêîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé¿ (1846) Â. ß. Áóíÿêîâñêîãî (1804�1889) èìååò-
ñÿ äîâîëüíî áîëüøîé ðàçäåë, ïîñâÿùåííûé ãåîìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè. Â
íåãî âêëþ÷åíà çàäà÷à Áþôôîíà î áðîñàíèè èãëû è ÷àñòíûé ñëó÷àé èãðû
ôðàíê-êàððî, êîãäà ïëîñêîñòü ðàçáèòà íà ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè.
Ñ ñîâðåìåííûõ ïîçèöèé òåðìèíîëîãèÿ Áóíÿêîâñêîãî äàëåêà îò ñîâåðøåí-
ñòâà. Ïðèìåð òàêîãî ñëîâîóïîòðåáëåíèÿ ìû ñåé÷àñ è ïðèâåäåì: ¾. . . èíîãäà
âñòðå÷àþòñÿ òàêèå ñèòóàöèè, â êîòîðûõ ÷èñëî áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ñòà-
òî÷íîñòåé, à ðàâíî è âñåõ âîçìîæíûõ áûâàåò áåñêîíå÷íîå. Èñêîìàÿ âåðî-
ÿòíîñòü oîïðåäåëèòñÿ òîãäà îòíîøåíèåì ýòèõ äâóõ áåñêîíå÷íûõ ÷èñåë. . . ¿.
Îíà áóäåò ¾÷èñëîì êîíå÷íûì è ñîâåðøåííî îïðåäåëåííûì¿.
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Ñåðüåçíûé øàã â ðàçâèòèè ãåîìåòðè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòåé ñâÿçàí ñ èìå-
íàìè Ëàìå (1795�1870), Áàðáüå, Ä. Ñèëüâåñòðà (1814�1897), Ì. Êðîôòîíà,
êîòîðûå íå òîëüêî ïîñòàâèëè íîâûå çàäà÷è, íî è ïðèâëåêëè ê èõ ðåøåíèþ
ïîíÿòèå ìåðû ìíîæåñòâà (ïóñòü åùå è íà èíòóèòèâíîì óðîâíå). Íà áàçå èõ
ðàññìîòðåíèé ïîçäíåå âîçíèêëà íîâàÿ âåòâü ãåîìåòðèè, ïîëó÷èâøàÿ íàèìå-
íîâàíèå èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè.

Â 1860 ã. Ëàìå íà ôàêóëüòåòå íàóê Ïàðèæñêîé íîðìàëüíîé øêîëû ïðî-
÷èòàë êóðñ ëåêöèé ïî ãåîìåòðèè. Â ýòîì êóðñå îí ðàññìîòðåë çàäà÷ó Áþô-
ôîíà î áðîñàíèè èãëû è oïðèìåíèë åå ê òîìó ñëó÷àþ, êîãäà öåíòð èãëû
áðîñàåòñÿ íàóäà÷ó â öåíòð ýëëèïñà èëè ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Ñðåäè
ñëóøàòåëåé áûë Áàðáüå, îáîáùèâøèé ðàññóæäåíèÿ Ëàìå íà ñëó÷àé ëþáîãî
âûïóêëîãî êîíòóðà. Â ñóùíîñòè Áàðáüå íå âíåñ íè÷åãî íîâîãî â ñàì ìåòîä.
Îí òîëüêî çàìåòèë, ÷òî ðàññóæäåíèÿ Ëàìå íå ñâÿçàíû æåñòêî íè ñ ðàññìîò-
ðåíèåì ýëëèïñà, íè ñ ïðàâèëüíûìè ìíîãîóãîëüíèêàìè, à ëåãêî îáîáùàþòñÿ
íà ëþáîé âûïóêëûé êîíòóð.

Ñèëüâåñòð ïåðâûì ïîñëå Áþôôîíà ðàñøèðèë òåìàòèêó çàäà÷ íà ãåîìåò-
ðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè. Èì áûëà ïðåäëîæåíà çàäà÷à î ÷åòûðåõ òî÷êàõ èëè
çàäà÷à Ñèëüâåñòðà. Åå oôîðìóëèðîâêà òàêîâà: ÷åòûðå òî÷êè âçÿòû íàóäà-
÷ó âíóòðè âûïóêëîé îáëàñòè. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî, âçÿâ ýòè
òî÷êè â êà÷åñòâå âåðøèí, ìîæíî ñîñòàâèòü âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê?

Ñèëüâåñòð ïðåäëîæèë ñëåäóþùåå ðåøåíèå: îáîçíà÷èì ÷åðåç A ïëîùàäü
âûïóêëîé îáëàñòè. Áðîñèì â íàøó îáëàñòü ñíà÷àëà òðè òî÷êè è ïîñòðîèì
ïî ýòèì òî÷êàì òðåóãîëüíèê. Ïóñòü åãî ñðåäíÿÿ ïëîùàäü ðàâíà M . Áðî-
ñèì òåïåðü íàóäà÷ó ÷åòâåðòóþ òî÷êó. Åñëè îíà ïîïàäåò âíóòðü òðåóãîëü-
íèêà, òî ïî ýòèì ÷åòûðåì òî÷êàì âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ñîñòàâèòü
íåëüçÿ. Íî ÷åòâåðòóþ òî÷êó ìû ìîæåì âûáèðàòü ÷åòûðüìÿ ðàçëè÷íûìè
ñïîñîáàìè, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè áðîñàíèè ÷åòûðåõ òî÷åê âåðîÿòíîñòü ïîëó-
÷èòü íåâûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ðàâíà p = 4M/A. Îòñþäà çàêëþ÷àåì,
÷òî âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ ïðè ýòîì âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ðàâíà
1−4M/A. Ñðåäíåå çíà÷åíèå M çàâèñèò îò îáëàñòè, â êîòîðóþ áðîñàþò òî÷-
êè. Äëÿ íåêîòîðûõ âûïóêëûõ ôèãóð çíà÷åíèå M âû÷èñëåíî. Ì. Êðîôòîí â
ñòàòüå ¾Âåðîÿòíîñòü¿, îïóáëèêîâàííîé â Áðèòàíñêîé ýêöèêëîïåäèè (9-å èç-
äàíèå, ò. 19, ñ. 786, Ýäèíáóðã, 1885), ïðèâåë òàáëèöó, ñîñëàâøèñü íà ðàáîòó
Âîëüõàóçà, èç êîòîðîé ëåãêî ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ M äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
âûïóêëûõ îáëàñòåé.

âåðîÿòíîñòü òðåóãîëüíèê ïàðàëëå- ïðàâèëüíûé îêðóæ-
ëîãðàìì 6-óãîëüíèê íîñòü

p 1/3 = 11/36 = 289/972 = 35/(12π2) =
= 0.333 . . . = 0.3056 . . . = 0.2971 . . . = 0.2955 . . .

Ñèëüâåñòð îò÷åòëèâî ïîíèìàë, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ âå-
ðîÿòíîñòåé ïðèõîäèòñÿ áðàòü îòíîøåíèå ïëîùàäåé èëè îáúåìîâ (îáùåå ìåð)
òåõ îáëàñòåé, êîòîðûå áëàãîïðèÿòñòâóþò ñîáûòèþ è â êîòîðûõ ïîìåùàþòñÿ
âñåâîçìîæíûå ñîáûòèÿ. Ôàêòè÷åñêè òàê ïîñòóïàëè è ðàíüøå. Íî ïðè ýòîì
ïðîèçíîñèëè äðóãèå ñëîâà, êîòîðûå èëè íå èìåëè îïðåäåëåííîãî ñìûñëà èëè
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æå íå ñîîòâåòñòâîâàëè ïðîèçâîäèìûì äåéñòâèÿì. Ñðàâíèâ ðåçóëüòàòû âû-
÷èñëåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé, Ñèëüâåñòð ïðåäëîæèë íàéòè òå îáëàñòè,
äëÿ êîòîðûõ âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà äîñòèãà-
åò ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà. Ïåðâûå ðåçóëüòàòû ïðèíàäëåæàò Êðîôòîíó è
îïóáëèêîâàíû â ðàíåå óêàçàííîé ñòàòüå. Îí äîêàçàë, ÷òî ìèíèìóì äîñòè-
ãàåòñÿ äëÿ êðóãà. Òàì æå îí âûñêàçàë ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ìèíèìóì äî-
ñòèãàåòñÿ è äëÿ ýëëèïñà, Ýòî ïðåäëîæåíèå áûëî äîêàçàíî ëèøü Â. Áëàøêå
(Vorlesungen �uber di�erential Geometrie � Berlin, 1923). Äåëüòåéëü ïîêàçàë,
÷òî ìàêñèìàëüíàÿ âåðîÿòíîñòü ôîðìèðîâàíèÿ âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíè-
êà äîñòèãàåòñÿ äëÿ òðåóãîëüíîé îáëàñòè.

Â ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå øèðîêî èçâåñòíà çàäà÷à î âñòðå÷å. Ñïðàøèâàåòñÿ,
êîãäà îíà ïîÿâèëàñü è êòî áûë åå àâòîðîì? Ïðè èçó÷åíèè ìíîãî÷èñëåííîé
ëèòåðàòóðû ìîåé ó÷åíèöå Ì. Ò. Ëîðèíüî Ïåðåñ óäàëîñü íàéòè îòâåò íà ýòîò
âîïðîñ. Â êíèãå Óàéòâîðòà ¾Âûáîð è øàíñ¿ (Choice and chance � London,
1886, Ch. III, p. 242�243) áûëà ðàññìîòðåíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Ëèöà A è
B íåçàâèñèìî îäèí îò äðóãîãî îòïðàâëÿþòñÿ íà ïðèåì â ïàðêå. Ëèöî A
ïðèáûâàåò íà ïðèåì â íàóäà÷ó âûáðàííûé ìîìåíò ìåæäó 3 è 5 ÷àñàìè
ïîïîëóäíè, à B � ìåæäó 4 è 7 ÷àñàìè ïîïîëóäíè. Êàæäûé èç íèõ îñòàåòñÿ
íà ïðèåìå â òå÷åíèå ÷àñà. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíè îêàæóòñÿ
íà ïðèåìå îäíîâðåìåííî õîòÿ áû îäíî ìãíîâåíèå?

Çàäà÷à áûëà ðåøåíà Óàéòâîðòîì îáû÷íûì ïóòåì, êàêîé èñïîëüçóåòñÿ è
â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Ëåãêî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà 1/3.
Ïîçäíåå ýòà çàäà÷à ïåðåêî÷åâûâàëà èç êíèãè â êíèãó â êà÷åñòâå èëëþñòðà-
òèâíîãî ïðèìåðà, à òàêæå íàõîäèëà ïðèìåíåíèÿ â çàäà÷àõ îðãàíèçàöèè ïðî-
èçâîäñòâà.

Íåñîìíåííî, ÷òî â XIX âåêå íà ðàçâèòèå ïðîáëåìàòèêè ãåîìåòðè÷åñêèõ
âåðîÿòíîñòåé îñîáîå âëèÿíèå îêàçàë Êðîôòîí. Îí íà÷àë èçó÷àòü ïåðåñå-
÷åíèå ñëó÷àéíûìè ïðÿìûìè çàäàííûõ âûïóêëûõ êîíòóðîâ. Ìû íå ñòàíåì
èçëàãàòü åãî ðåçóëüòàòû, ïîñêîëüêó îíè âîøëè â êóðñû èíòåãðàëüíîé ãåî-
ìåòðèè è ìîíîãðàôèè ïî ãåîìåòðè÷åñêèì âåðîÿòíîñòÿì, à ïîòîìó ëåãêî
äîñòóïíû.

Íà íåîáõîäèìîñòü ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ïîíÿòèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé âåðîÿò-
íîñòè íåñîìíåííîå âëèÿíèå îêàçàëà êíèãà Æ. Áåðòðàíà (1822�1900) (Calcul
de probabilit�e. � Paris, 1899), â êîòîðîé íà õîðîøî ïîäîáðàííûõ ïðèìåðàõ
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ëîãè÷åñêè ïîíÿòèå ãåîìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè íå âû-
äåðæèâàåò êðèòèêè. Èãðàÿ íà íåîïðåäåëåííîñòè òåðìèíîëîãèè, êàçàëîñü
áû äëÿ îäíîé è òîé æå çàäà÷è, åìó óäàëîñü ïîëó÷èòü íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ
îòâåòîâ. Â êà÷åñòâå îñíîâíîé ìèøåíè èì áûëà èçáðàíà èçâåñòíàÿ çàäà÷à î
ïðîâåäåíèè íàóäà÷ó õîðäû âíóòðè êðóãà. Ñàìî ñîáîé ðàçóìååòñÿ, ÷òî êðè-
òèêà Áåðòðàíà ïðèâëåêëà âíèìàíèå ìàòåìàòèêîâ ê îáùèì âîïðîñàì ëîãè-
÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ òåîðèè âåîîÿòíîñòåé.

Â XX âåêå èíòåðåñ ê ãåîìåòðè÷åñêèì âåðîÿòíîñòÿì íå îñëàáåë, à âûðîñ,
ïîñêîëüêó, ïîìèìî ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêîãî èíòåðåñà, îíè ïðèîáðåëè è ñå-
ðüåçíîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå â ôèçèêå, áèîëîãèè, ìåäèöèíå, èíæåíåðíîì
äåëå è äð. Ýòîò àñïåêò ãåîìåòðè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòåé çàñëóæèâàåò ñïåöè-
àëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ.
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9. Îñíîâíûå òåîðåìû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

Ìû îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ñëåäóþùåìó åñòåñòâåííîìó âîïðîñó: êîãäà è êòî
âûäåëèë â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé îñíîâíûå åå òåîðåìû � ñëîæåíèÿ è óìíîæå-
íèÿ è ïîëíîé âåðîÿòíîñòè? Â êîíå÷íîì ñ÷åòå íà ýòèõ ïðîñòûõ ðåçóëüòàòàõ
ïîêîèòñÿ âñÿ òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ. Èìåí-
íî ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âûÿñíåíèå ïðîöåññà èõ ôîðìèðîâàíèÿ. Â
êíèãå Ë. Å. Ìàéñòðîâà ¾Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé¿, èñòîðè÷åñêèé î÷åðê, 1967
(ñ. 65) óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî â XVII âåêå óæå ¾áûëè èçâåñòíû òåîðåìû ñëîæå-
íèÿ è óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, êîòîðûå øèðîêî ïðèìåíÿëèñü ïðè ðåøåíèè
çàäà÷¿. Îäíàêî, íàì íå óäàëîñü çàìåòèòü íè â ïåðåïèñêå Ôåðìà ñ Ïàñêàëåì,
íè â òðàêòàòå Ãþéãåíñà íè ôîðìóëèðîâêè, ýòèõ òåîðåì, íè ìàëî-ìàëüñêè
îñîçíàííîãî èõ èñïîëüçîâàíèÿ. Îäíàêî çà÷àòêè ýòèõ òåîðåì ìîæíî ïðîñëå-
äèòü áóêâàëüíî ñ ïåðâûõ øàãîâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé êàê ìàòåìàòè÷åñêîé
íàóêè.

Òàê â ðàáîòàõ Ïàñêàëÿ ìîæíî óñìîòðåòü, ÷òî îí îò÷åòëèâî ïîíèìàë êàê
ñëåäóåò ïîäñ÷èòûâàòü ÷èñëî áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ øàíñîâ äëÿ ñîáûòèÿ A,
åñëè íàì èçâåñòíû øàíñû äëÿ íåñîâìåñòèìûõ ñîáûòèé Aj , ñîñòàâëÿþùèõ
ñîáûòèå A. Ýòî, êîíå÷íî, åùå íå òåîðåìà ñëîæåíèÿ, íî âàæíûé øàã íà
ïóòè åå ôîðìóëèðîâêè. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î ðàçäåëå ñòàâêè Ïàñêàëü ðàñ-
ñóæäàë ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü èãðîêó A äëÿ âûèãðûøà èãðû íåäîñòàåò
òðåõ ïàðòèé, à èãðîêó B � ÷åòûðåõ. Òîãäà äëÿ çàâåðøåíèÿ èãðû äîñòàòî÷íî
øåñòè ïàðòèé. Èãðîê À âûèãðûâàåò, åñëè èç ýòèõ øåñòè ïàðòèé îí âûèã-
ðàåò âñå øåñòü, ïÿòü èëè ÷åòûðå, èëè òðè ïàðòèè. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî
áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ øàíñîâ äëÿ âûèãðûøà A èãðû îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì

C6
6 + C5

6 + C4
6 + C3

6 = 1 + 6 + 15 + 20 = 42.

Ýòî ðàññóæäåíèå Ïàñêàëü ïðåäëîæèë è â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ îêîí-
÷àíèÿ èãðû èãðîêó A íåäîñòàåòm ïàðòèé, à èãðîêó B � n ïàðòèé. Â ðàáîòàõ
ß. Áåðíóëëè è Í. Áåðíóëëè äàåòñÿ îò÷åòëèâàÿ ôîðìóëèðîâêà ïðàâèëà ÷èñ-
ëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïðîòèâîïîëîæíîãî ñîáûòèÿ, åñëè èçâåñòíà âåðîÿòíîñòü
ïðÿìîãî ñîáûòèÿ.

Ïðè âûâîäå ôîðìóë, ïîëó÷èâøèõ íàèìåíîâàíèå ôîðìóë Áåðíóëëè,
ß. Áåðíóëëè ñîçíàòåëüíî èñïîëüçîâàë ïðàâèëà ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ âå-
ðîÿòíîñòåé, íî ñàìèõ ïðàâèë îí íå ñôîðìóëèðîâàë. Îíè â åãî ðàññóæäåíèÿõ
ïðèñóòñòâóþò êàê áû íåÿâíî.

Îäíî çàìå÷àíèå ß. Áåðíóëëè ïîêàçûâàåò, ÷òî îí îò÷åòëèâî ïîíèìàë îñî-
áåííîñòè òåîðåìû ñëîæåíèÿ äëÿ ñîâìåñòèìûõ ñîáûòèé. Âîò ýòî çàìå÷àíèå:
¾Åñëè äâà ÷åëîâåêà, äîñòîéíûå ñìåðòíîé êàçíè, ïðèíóæäàþòñÿ áðîñèòü êî-
ñòè ïðè óñëîâèè, ÷òî òîò, êòî âûáðîñèò ìåíüøåå ÷èñëî î÷êîâ, ïîíåñåò ñâîå
íàêàçàíèå, à äðóãîé, êîòîðûé âûáðîñèò áîëüøåå ÷èñëî î÷êîâ, ñîõðàíèò ñâîþ
æèçíü, è ÷òî îáà îíè ñîõðàíÿò æèçíü, åñëè âûáðîñÿò îäèíàêîâîå ÷èñëî î÷-
êîâ, òî ìû íàéäåì äëÿ îæèäàíèÿ îäíîãî 7/12. . . Íî èç ýòîãî íåëüçÿ çàêëþ-
÷èòü, ÷òî îæèäàíèå äðóãîãî ðàâíî 5/12 æèçíè, òàê êàê î÷åâèäíî, ÷òî îáå
ó÷àñòè îäèíàêîâû. Äðóãîé òàêæå áóäåò îæèäàòü 7/12, ÷òî äàåò äëÿ îáî-
èõ 7/6 æèçíè, ò.å. áîëüøå öåëîé æèçíè. Ïðè÷èíîé ýòîãî ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
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íåò íè îäíîãî ñëó÷àÿ, â êîòîðîì õîòÿ áû îäèí íå îñòàíåòñÿ æèâûì, à èìååò-
ñÿ íåñêîëüêî ñëó÷àåâ, êîãäà îíè îáà ìîãóò îñòàòüñÿ â æèâûõ¿. Íåò íóæäû
äîáàâëÿòü ê ñëîâàì ß. Áåðíóëëè, ÷òî îí íàõîäèëñÿ ðÿäîì ñ ïðåäëîæåíèåì,
êîòîðîå ìû òåïåðü çàïèñûâàåì â ñëåäóþùåì âèäå:

P(A ∪B) = P(A) + P(B)− P(AB).

Âïðî÷åì, åñëè ñ ñîâðåìåííûõ ïîçèöèé ðàññìàòðèâàòü ðàáîòó Êàðäàíî
¾Êíèãà îá èãðå â êîñòè¿, òî â ãëàâå XIV ¾Î ñîåäèíåíèè î÷êîâ¿ ìîæíî â
÷àñòíîì ïðèìåðå óñìîòðåòü ýòîò æå ðåçóëüòàò, íî íå äëÿ âåðîÿòíîñòåé, à
äëÿ ÷èñëà øàíñîâ. Îí ðàññìàòðèâàë ÷èñëî ñëó÷àåâ âûïàäåíèÿ ïðè áðîñà-
íèè äâóõ êîñòåé õîòÿ áû íà îäíîé êîñòè îäíîãî î÷êà. Ýòî ÷èñëî ðàâíî 11,
ïîñêîëüêó øåñòüþ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ìîæåò ïîÿâèòüñÿ 1 íà ïåðâîé êî-
ñòè: (1,1), (1,2), (1,3) (1,4), (1,5), (1,6) è ñòîëüêèìè æå íà âòîðîé. Íî ñëó÷àé
(1,1) ïðè ýòîì ìû óêàçûâàåì äâàæäû. Òàê ÷òî ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ áóäåò
íå 12, à ëèøü 11.

Îäíàêî, êàê íè âàæíû ïðèâåäåííûå íàáëþäåíèÿ, ìû íå äîëæíû ïðèïè-
ñûâàòü íè Êàðäàíî, íè Ïàñêàëþ è Ôåðìà, íè ß. Áåðíóëëè ôîðìóëèðîâêó
òåîðåìû ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, êàê âàæíåéøåãî ïîëîæåíèÿ òåîðèè âåðî-
ÿòíîñòåé. Ïåðâàÿ ÷åòêàÿ è îêîí÷àòåëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû ñëîæå-
íèÿ âåðîÿòíîñòåé íàõîäèòñÿ â ðàáîòå Ò. Áàéåñà (1702�1761), íîñÿùåé äëèí-
íîå íàçâàíèå � ¾Îïûò ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïîêîéíîãî
äîñòîïî÷òåííîãî ìèñòåðà Áàéåñà, ÷ëåíà Êîðîëåâñêîãî îáùåñòâà. Ñîîáùå-
íî ìèñòåðîì Ïðàéñîì â ïèñüìå Äæîíó Êåíòîíó, ìàãèñòðó èñêóññòâ, ÷ëåíó
êîðîëåâñêîãî îáùåñòâà¿. Ðàáîòà Áàéåñà áûëà çà÷èòàíà íà çàñåäàíèè Ëîí-
äîíñêîãî êîðîëåâñêîãî îáùåñòâà 27 äåêàáðÿ 1763 ã., ñïóñòÿ äâà ãîäà ïîñëå
ñìåðòè àâòîðà. Â îïðåäåëåíèè 1 ðàáîòû ñîäåðæèòñÿ îïðåäåëåíèå íåñîâìå-
ñòèìûõ ñîáûòèé. Áàéåñ óïîòðåáëÿåò äðóãîé òåðìèí ¾íåïëîòíûå ñîáûòèÿ¿
(inconsistent).Ñîãëàñíî Áàéåñó, ¾íåñêîëüêî ñîáûòèé ÿâëÿþòñÿ íåïëîòíûìè,
åñëè íàñòóïëåíèå îäíîãî èç íèõ èñêëþ÷àåò íàñòóïëåíèå äðóãèõ¿. Ôîðìó-
ëèðîâêà æå òåîðåìû ñëîæåíèÿ äàåòñÿ Áàéåñîì â ïðåäëîæåíèè 1, êîòîðîå
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ¾Åñëè íåñêîëüêî ñîáûòèé ÿâëÿþòñÿ íåïëîòíûìè, òî
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàñòóïèò êàêîå-òî èç íèõ, ðàâíî ñóììå âåðîÿòíîñòåé
êàæäîãî èç íèõ¿. Â ýòîì ïðåäëîæåíèè ìû âèäèì ÷åòêóþ ôîðìóëèðîâêó
òåîðåìû ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé âî âïîëíå ñîâðåìåííîé ôîðìå.

Òî÷íî òàê æå òåîðåìà óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äëèòåëüíûé ïåðèîä ôîð-
ìèðîâàëàñü íà ðàññìîòðåíèè ÷àñòíûõ ïðèìåðîâ è íà ïîäñ÷åòå ÷èñëà øàí-
ñîâ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ íàñòóïëåíèþ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ èëè íåñêîëüêèõ
ñîáûòèé. Òàêîãî ðîäà ïîäñ÷åòû âñòðå÷àþòñÿ ïðàêòè÷åñêè ó âñåõ ïðåäøå-
ñòâåííèêîâ ß. Áåðíóëëè. ß. Áåðíóëëè øèðîêî èñïîëüçóåò ýòè ïðàâèëà ïðè
âûâîäå ñâîèõ çíàìåíèòûõ ôîðìóë. Øèðîêî èñïîëüçîâàë ïðàâèëà ñëîæå-
íèÿ è óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé Ìîíìîð. Îäíàêî ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû
óìíîæåíèÿ íè ó êîãî èç íèõ íå âñòðå÷àåòñÿ. ×åòêîå âûäåëåíèå òåîðåìû
óìíîæåíèÿ áûëî îñóùåñòâëåíî ëèøü Ìóàâðîì. Âî ââåäåíèè ê ¾Äîêòðèíå
øàíñîâ¿ â �8 îí îïðåäåëèë âàæíîå ïîíÿòèå íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ ñî-
áûòèé. À èìåííî, îí ôîðìóëèðóåò ñëåäóþùåå ïîëîæåíèå: ¾Ìû ñêàæåì, ÷òî
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äâà ñîáûòèÿ íåçàâèñèìû, êîãäà êàæäîå èç íèõ íå èìååò íèêàêîãî îòíîøå-
íèÿ ê äðóãîìó, à ïîÿâëåíèå îäíîãî èç íèõ íå îêàçûâàåò íèêàêîãî âëèÿíèÿ
íà ïîÿâëåíèå äðóãîãî¿. Åùå áîëåå îïðåäåëåííî èì äàíî îïðåäåëåíèå çà-
âèñèìûõ ñîáûòèé. À èìåííî: ¾äâà ñîáûòèÿ çàâèñèìû, êîãäà îíè ñâÿçàíû
äðóã ñ äðóãîì è êîãäà âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ îäíîãî Èç íèõ èçìåíÿåòñÿ
ïðè ïîÿâëåíèè äðóãîãî¿.

Ýòè îïðåäåëåíèÿ Ìóàâð ñíàáäèë ïðîñòåíüêèì ïðèìåðîì. Ïóñòü èìåþò-
ñÿ äâå êó÷êè êàðò îäíîé ìàñòè, â êàæäîé êó÷êå îò äâîéêè äî òóçà. Òîãäà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç êàæäîé êó÷êè íàóäà÷ó óäàåòñÿ âûíóòü ïî òóçó
áóäåò ðàâíà 1/13 · 1/13 = 1/169. Ìû èìååì äåëî ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè
ñîáûòèÿìè. Åñëè æå ìû âûíèìàåì äâå êàðòû èç îäíîé êó÷êè è ñïðàøè-
âàåì î âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ïðè ïåðâîì âûíèìàíèè èçâëå÷åì òóç, à ïðè
âòîðîì � äâîéêó, òî çäåñü âåðîÿòíîñòü ïåðâîãî ñîáûòèÿ ðàâíà 1/13, à âòî-
ðîãî 1/12. Òàêèì îáðàçîì âåðîÿòíîñòü èíòåðåñóþùåãî íàñ ñîáûòèÿ ðàâíà
óæå 1/13 · 1/12 = 1/156.

Íàì îñîáåííî âàæíî ïðèâåñòè ñåé÷àñ ñëåäóþùóþ ôîðìóëèðîâêó Ìóàâ-
ðà: ¾. . . âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ äâóõ çàâèñèìûõ ñîáûòèé ðàâíà ïðîèçâåäå-
íèþ âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ îäíîãî èç íèõ íà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äðóãîå
äîëæíî ïîÿâèòüñÿ, åñëè ïåðâîå èç íèõ óæå ïîÿâèëîñü. Ýòî ïðàâèëî ìîæåò
áûòü îáîáùåíî íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ ñîáûòèé¿.

Ìû âèäèì, òàêèì îáðàçîì, ÷òî ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû óìíîæåíèÿ âå-
ðîÿòíîñòåé è ââåäåíèå ïîíÿòèÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè óäàëîñü îñóùåñòâèòü
òîëüêî Ìóàâðó. Ýòî èì áûëî ñäåëàíî óæå â 1718 ã. â ïåðâîì èçäàíèè åãî
¾Äîêòðèíû øàíñîâ¿.

Î âåðîÿòíîñòè ñîâìåñòíîãî íàñòóïëåíèÿ íåñêîëüêèõ ñîáûòèé Ìóàâð ïè-
ñàë ñëåäóþùåå: ¾. . . íàäî îáîçíà÷èòü îäíî èç íèõ êàê ïåðâîå, äðóãîå êàê
âòîðîå è ò.ä. Òîãäà âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ïåðâîãî äîëæíà ðàññìàòðèâàòü-
ñÿ êàê íåçàâèñèìàÿ îò îñòàëüíûõ; âòîðàÿ - â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïåðâîå
ïðîèçîøëî, òðåòüå - â ïðåäïîëîæåíèè íàñòóïëåíèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî è ò.ä.
Ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ âñåõ ñîáûòèé ðàâíà ïðîèçâåäå-
íèþ âñåõ òîëüêî ÷òî óêàçàííûõ âåðîÿòíîñòåé¿. Äàëåå Ìóàâð îòìåòèë, ÷òî
ðàçûñêàíèå óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé, êàê ïðàâèëî, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæ-
íîå çàíÿòèå.

Îáùåå ïîëîæåíèå Ìóàâð ïðîäåìîíñòðèðîâàë íà ðåøåíèè ðÿäà çàäà÷.
Âîò îäíà èç íèõ. Ïóñòü ñîáûòèÿ A, B è C íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè è
x, y, z îçíà÷àþò âåðîÿòíîñòè èõ íàñòóïëåíèÿ. Òîãäà xyz åñòü âåðîÿòíîñòü
íàñòóïëåíèÿ âñåõ òðåõ ñîáûòèé, à 1 − (1 − x)(1 − y)(1 − z) � âåðîÿòíîñòü
íàñòóïëåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî èç ñîáûòèé A, B, C.

Â óïîìÿíóòîé ðàíåå ðàáîòå Áàéåñà ñîäåðæèòñÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðå-
ìû óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé (ïðåäëîæåíèå 3) : ¾Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà-
ñòóïÿò îáà âçàèìîñâÿçàííûå ñîáûòèÿ, åñòü ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷àþùååñÿ îò
ïåðåìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïåðâîãî ñîáûòèÿ íà âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ
âòîðîãî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïåðâîå íàñòóïèëî¿. Ìû óæå âèäåëè, ÷òî ýòî
ïðåäëîæåíèå áûëî ÷åòêî ñôîðìóëèðîâàíî Ìóàâðîì è, ïîñêîëüêó ïðîèçâå-
äåíèå Ìóàâðà áûëî øèðîêî èçâåñòíî, Áàéåñ, íåñîìíåííî, çàèìñòâîâàë åãî
ó ñâîåãî çíàìåíèòîãî ïðåäøåñòâåííèêà. Åäèíñòâåííî, â ÷åì Áàéåñ ïîøåë
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äàëüøå Ìóàâðà � ýòî â ôîðìóëèðîâêå ñëåäñòâèÿ î âû÷èñëåíèè âåðîÿòíîñòè
P(B | A) ïî âåðîÿòíîñòÿì P(AB) è P(A). Ýòî ïðåäëîæåíèå äàëî îñíîâàíèå
ïðèïèñûâàòü Áàéåñó ôîðìóëû, íîñÿùèå åãî èìÿ. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ó íåãî
èõ íåò, ïîñêîëüêó îí íå çíàë ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè.

Ðåçóëüòàò, ïðèïèñûâàåìûé Áàéåñó, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå ïîëó÷èë ñî-
âðåìåííóþ ôîðìóëèðîâêó ó Ëàïëàñà â åãî ¾Îïûòå ôèëîñîôèè òåîðèè âåðî-
ÿòíîñòåé¿. Â ãëàâå ¾Îáùèå ïðèíöèïû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé¿ îí ñôîðìóëè-
ðîâàë ïðèíöèï VI, êîòîðûé îòíîñèòñÿ ê âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç èëè, êàê ïèñàë
Ëàïëàñ, âåðîÿòíîñòè ïðè÷èí. Ïóñòü íåêîòîðîå ñîáûòèå A ìîæåò ïðîèçîé-
òè ñ îäíèì èç n íåñîâìåñòèìûõ ñîáûòèé B1, B2, . . . , Bn è òîëüêî ñ íèìè;
ýòè ñîáûòèÿ Ëàïëàñ íàçûâàåò ïðè÷èíàìè. Ñïðàøèâàåòñÿ, åñëè èçâåñòíî,
÷òî ñîáûòèå íàñòóïèëî, ÷åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îñóùåñòâèëàñü
è ïðè÷èíà Bi? Âîò ôîðìóëèðîâêà îòâåòà, äàííîãî Ëàïëàñîì: ¾âåðîÿòíîñòü
ñóùåñòâîâàíèÿ êàêîãî-ëèáî èç ýòèõ ïðè÷èí ðàâíà, ñëåäîâàòåëüíî, äðîáè,
÷èñëèòåëü êîòîðîé åñòü âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, âûòåêàþùàÿ èç ýòîé ïðè-
÷èíû, à çíàìåíàòåëü åñòü ñóììà ïîäîáíûõ âåðîÿòíîñòåé, îòíîñÿùèõñÿ êî
âñåì ïðè÷èíàì: åñëè ýòè ðàçëè÷íûå ïðè÷èíû, ðàññìàòðèâàåìûå a priori, íå
îäèíàêîâî âåðîÿòíû, òî âìåñòî âåðîÿòíîñòè îáûòèÿ, âûòåêàþùåé èç êàæ-
äîé ïðè÷èíû, ñëåäóåò âçÿòü ïðîèçâåäåíèå ýòîé âåðîÿòíîñòè íà âåðîÿòíîñòü
ñàìîé ïðè÷èíû¿. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî Ëàïëàñ ñëîâåñíî ñôîðìóëèðîâàë èç-
âåñòíîå ¾ïðàâèëî Áàéåñà¿

P(Bi | A) =
P(Bi)P(A | Bi)

n∑
j=1

P(Bj)P(A | Bj)
.

Áîëåå òîãî, ýòîò ïðèíöèï Ëàïëàñà ñîäåðæèò è ôîðìóëó ïîëíîé âåðîÿò-
íîñòè, êîòîðîé ñ íà÷àëà XVIII âåêà øèðîêî ïîëüçîâàëèñü â ñâîèõ ðàáîòàõ
ìíîãî÷èñëåííûå ìàòåìàòèêè, ðàáîòàâøèå â îáëàñòè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.
Îíè ïîíèìàëè êàê èñïîëüçîâàòü ïðèíöèï, çàëîæåííûé â ôîðìóëå ïîëíîé
âåðîÿòíîñòè, íî åãî íå ôîðìóëèðîâàëè.

Ìû âèäèì, òàêèì îáðàçîì, ÷òî îñíîâíûå ïðèíöèïû äåéñòâèÿ ñ âåðîÿòíî-
ñòÿìè âû÷ëåíÿëèñü äëèòåëüíûì ïóòåì. Èõ ìíîãîêðàòíî èñïîëüçîâàëè ïðè
ðåøåíèè îòäåëüíûõ çàäà÷ è èñïîëüçîâàëè ïðàâèëüíî, íî íå ôîðìóëèðîâàëè
èõ â êà÷åñòâå îñîáûõ ïðåäëîæåíèé. È ïîòðåáîâàëîñü ïî÷òè öåëîå ñòîëåòèå,
÷òîáû ïîñëå ââåäåíèÿ â íàóêó ïîíÿòèÿ âåðîÿòíîñòè ñôîðìóëèðîâàòü äëÿ
ýòîãî ïîíÿòèÿ ñèñòåìó ïðàâèë äåéñòâèÿ ñ íèì. Êàê ïîñòîÿííî ïðîèñõîäèò â
èñòîðèè íàóêè, òàêèå ïðàâèëà øèðîêî èñïîëüçîâàëèñü ôàêòè÷åñêè, íî ïî-
òðåáíîñòè â èõ ôîðìóëèðîâàíèè íå îùóùàëè. Ïîïóòíî ïðè ýòîì ââîäèëèñü
è äîïîëíèòåëüíûå ïîíÿòèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿëè ãëóáæå âíèêàòü â ïðèðîäó
âåùåé. Â íàøåì ñëó÷àå ýòèìè ïîíÿòèÿì ÿâëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ íåñîâìåñòèìî-
ñòè è íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé.
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10. Çàäà÷à î ðàçîðåíèè èãðîêà

Íåñîìíåííî, ÷òî çàäà÷à î ðàçîðåíèè èãðîêà â ðàçâèòèè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé
èãðàëà ñåðüåçíóþ ðîëü � îíà ïîçâîëÿëà îòòà÷èâàòü ìåòîäû ðåøåíèÿ ñëîæ-
íûõ âîïðîñîâ è â êàêîé-òî ìåðå ÿâëÿåòñÿ èñõîäíûì ïóíêòîì äëÿ ðàçâèòèÿ
òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Äåéñòâèòåëüíî, èìåííî â ýòîé çàäà÷å âïåðâûå
íà÷àëè èçó÷àòü ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè. Òî÷íåå � ïî-
ëîæåíèå èãðîêîâ ïîñëå çàäàííîãî ÷èñëà ïàðòèé. Çàäà÷à î ðàçîðåíèè èãðîêà
áûëà âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàíà Ãþéãåíñîì â êíèãå ¾Î ðàñ÷åòàõ â àçàðò-
íûõ èãðàõ¿ (ñì. �5 ïåðâîé ãëàâû íàñòîÿùåãî î÷åðêà, çàäà÷à 5). Ýòîé çàäà-
÷åé çàíèìàëèñü ìíîãèå âûäàþùèåñÿ ìàòåìàòèêè ïðîøëîãî � ß. Áåðíóëëè,
Í. Áåðíóëëè, Ìóàâð, Ëàïëàñ è äð. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ß. Áåðíóëëè
êðèòèêîâàë Ãþéãåíñà çà òî, ÷òî òîò ðåøàë è ïðåäëàãàë òðóäíûå çàäà÷è,
íî íå â áóêâåííîé ôîðìå, à â ÷èñëîâîì âèäå è òåì ñàìûì îãðàíè÷èâàë
âîçìîæíîñòè âûÿâëåíèÿ îáùèõ çàêîíîìåðíîñòåé.

Ïåðâûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ çàäà÷è î ðàçîðåíèè èãðîêà ïî÷òè îäíîâðå-
ìåííî áûëè ïðåäëîæåíû òðåìÿ ìàòåìàòèêàìè � Ï. Ìîíìîðîì (1687�1719),
À. Ìóàâðîì è Í. Áåðíóëëè (1687�1759). Èõ ðåçóëüòàòû îòíîñèëèñü ê 1710�
1711 ã. Çàäà÷è Ãþéãåíñà â èõ ôîðìóëèðîâêå ñëåãêà ïðåîáðàçèëàñü è ïðè-
îáðåëà ïðèâû÷íûé äëÿ íàñ âèä: èãðîêè A è B èìåþò ñîîòâåòñòâåííî a è b
ôðàíêîâ è ïðè êàæäîé ïàðòèè íåêîòîðîé èãðû îäèí èç íèõ âûèãðûâàåò ó
äðóãîãî 1 ôðàíê. Âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà èãðîêà A äëÿ êàæäîé ïàðòèè ðàâ-
íà p, äëÿ èãðîêà B âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà ðàâíà q = 1− p. Ñïðàøèâàåòñÿ,
÷åìó ðàâíû âåðîÿòíîñòè pa è pb òîãî, ÷òî èãðîê A âûèãðàåò (ñîîòâåòñòâåííî
èãðîê B) èãðó (ò.å. èãðîê A âûèãðàåò âñå äåíüãè B ðàíüøå, ÷åì B âûèãðàåò
èõ ó A).

Ìóàâð îïóáëèêîâàë ñâîè ðåçóëüòàòû â æóðíàëå Philosophical Transactions
çà 1711 ã. Îí íàøåë, ÷òî

pa =
(q/p)a − 1

(q/p)a+b − 1
, pb =

(p/q)b − 1
(p/q)a+b − 1

,

è ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà N íåîáõîäèìûõ äëÿ çàâåðøåíèÿ èã-
ðû ïàðòèé ðàâíî

EN =
bpa − apb

p− q
.

Åìó æå óäàëîñü íàéòè âåðîÿòíîñòè pa,n è pb,n, ÷òî èãðîê A âûèãðàåò èãðó
çà n ïàðòèé (ñîîòâåòñòâåííî âûèãðàåò èãðó çà n ïàðòèé èãðîê B). Â ñîâðå-
ìåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ èñêîìàÿ ôîðìóëà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

pa,n =
∑

t

{pts−bqts
∑

i

Ci
n(pn−b−2ts−iqi − qn−s−2ts−ipi)} −

−
∑

t

{pts−iqts+i
∑

i

Ci
n(pn−b−2ts−2a−iqi − qn−b−2ts−2a−ipi)}.

Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå s = a + b; ñóììèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà òå
çíà÷åíèÿ t, ïðè êîòîðûõ âñå ïîêàçàòåëè íåîòðèöàòåëüíû.
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Âäîáàâîê èì áûë ïîäðîáíî ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà a = ∞.
Â 1710 ã. ôîðìóëû äëÿ pa,n, pb,n â ñëó÷àå p = q íàøåë Ìîíìîð. Ñâîè ñî-

îáðàæåíèÿ îí ïåðåñëàë Èîãàííó Áåðíóëëè, êîòîðûé ïåðåäàë ïèñüìî ñâîåìó
ïëåìÿííèêó Íèêîëàþ. Îòâåòíîå ïèñüìî Íèêîëàÿ Áåðíóëëè îò 26 ôåâðàëÿ
1711 ã. ñîäåðæàëî ðåøåíèå è äëÿ ñëó÷àÿ p 6= q. Ýòî ïèñüìî Ìîíìîð îïóá-
ëèêîâàë â 1713 ã. â òðàêòàòå ¾Îïûò àíàëèçà àçàðòíûõ èãð¿ (P. Monmort,
Essai d'analyse jeux asard).

ß. Áåðíóëëè òàêæå ðàññìàòðèâàë çàäà÷ó î ðàçîðåíèè èãðîêà, êàê â ÷àñò-
íûõ ñëó÷àÿõ (äëÿ a = b = 2), òàê è â îáùåì ñëó÷àå. Ïðè åå ðåøåíèè îí
ñëåäîâàë ìåòîäó Ãþéãåíñà è ïîëó÷èë äîâîëüíî äàëåêî èäóùèå ðåçóëüòàòû
(äëÿ âåðîÿòíîñòåé pa è pb).

Ðàññìîòðåíèå ðåøåíèé, ïðåäëîæåííûõ ß. Áåðíóëëè, Í. Áåðíóëëè, Ìîí-
ìîðîì è Ìóàâðîì, ÿñíî ïîêàçûâàþò, ÷òî âñå îíè âëàäåëè ïðèåìàìè îïåðè-
ðîâàíèÿ ñ âåðîÿòíîñòÿìè ñëîæíûõ ñîáûòèé. Ïðàêòè÷åñêè îíè áåçóêîðèç-
íåííî òî÷íî èñïîëüçîâàëè òåîðåìû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé,
à òàêæå ôîðìóëó ïîëíîé âåðîÿòíîñòè, õîòÿ â òó ïîðó îíè åùå íå ïîëó÷è-
ëè ÷åòêîé ôîðìóëèðîâêè. Ïðîèñõîäèëî íàêîïëåíèå îïûòà è âûäåëåíèå òåõ
ïðàâèë, êîòîðûå ïîñòîÿííî íåîáõîäèìû ïðè ïîäñ÷åòå âåðîÿòíîñòåé ñëîæ-
íûõ ñîáûòèé.

11. Âîçíèêíîâåíèå ïðåäåëüíûõ òåîðåì

òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

Íà ïîñëåäóþùåå ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé îãðîìíîå âîçäåéñòâèå îêàçà-
ëà èäåÿ, âïåðâûå âûñêàçàííàÿ è îñóùåñòâëåííàÿ ß. Áåðíóëëè � ðàññìàòðè-
âàòü íå òîëüêî òî÷íûå ðåøåíèÿ çàäà÷ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, íî è èõ àñèìï-
òîòè÷åñêèå ïîñòàíîâêè ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè íåêîòîðîãî ïàðà-
ìåòðà. Êîíå÷íî, â ïåðâóþ î÷åðåäü ñëåäóåò óêàçàòü â ýòîì ïëàíå íà çàêîí
áîëüøèõ ÷èñåë â ôîðìå ß. Áåðíóëëè. Èìåííî îí ïîñëóæèë èñòî÷íèêîì äëÿ
ðàçëè÷íîãî ðîäà óòî÷íåíèé êàê â XVIII, òàê è â ïîñëåäóþùèå ñòîëåòèÿ.

Ñàì ß. Áåðíóëëè äàë ôîðìóëèðîâêó ñâîåé òåîðåìû â îòëè÷íîì îò ïðè-
íÿòîãî òåïåðü âèäå. Ìû ïðèâåäåì åãî ôîðìóëèðîâêó íåñêîëüêî ïîçäíåå.
Ñåé÷àñ æå îòìåòèì, ÷òî è ïðèíÿòàÿ èì òåðìèíîëîãèÿ îòëè÷íà îò ñîâðåìåí-
íîé è ñâÿçàíà ñ äåìîãðàôèåé. Òàê, ß. Áåðíóëëè èñïîëüçîâàë äëÿ îáîçíà÷å-
íèÿ èñïûòàíèé, ïðè êîòîðûõ èíòåðåñóþùåå íàñ ñîáûòèå ïðîèñõîäèò, ñëîâà
¾ïëîäîâèòûé¿, ¾ôåðòèëüíûé¿, à äëÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ èñõîäîâ � ñëîâî
¾ñòåðèëüíûé¿. Òåïåðü ìû ìîæåì ïåðåéòè ê îðèãèíàëüíîé ôîðìóëèðîâêå
òåîðåìû ß. Áåðíóëëè, êîòîðóþ îí öåíèë è âûíàøèâàë ïî åãî ñëîâàì ñâûøå
äâàäöàòè ëåò.

¾Ïóñòü ÷èñëî ôåðòèëüíûõ ñëó÷àåâ ê ÷èñëó ñòåðèëüíûõ ñëó÷àåâ îòíî-
ñèòñÿ òî÷íî èëè ïðèáëèæåííî êàê r/s èëè æå ýòî ÷èñëî îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó
âñåõ ñëó÷àåâ êàê r/(r+s) èëè æå êàê r/t. 7 Ïîñëåäíåå îòíîøåíèå íàõîäèòñÿ,

7ß. Áåðíóëëè ñ÷åë èçëèøíèì ãîâîðèòü, ÷òî t = r+s. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî r, s, t íå ôèê-
ñèðîâàíû, à ìîãóò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ, ëèøü áû îòíîøåíèå r/t èìåëî çàäàííîå
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ñëåäîâàòåëüíî, ìåæäó (r−1)/t è (r+1)/t. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ìîæíî ïðî-
èçâåñòè ñòîëü áîëüøîå ÷èñëî îïûòîâ, ÷òî ÷èñëî ïîÿâèâøèõñÿ ôåðòèëüíûõ
íàáëþäåíèé ê ÷èñëó âñåõ îïûòîâ áóäåò áîëüøå, ÷åì (r−1)/t, è ìåíüøå, ÷åì
(r + 1)/t.

ßñíî, ÷òî ýòà ôîðìóëèðîâêà ëèøü ñëîâåñíî îòëè÷àåòñÿ îò ïðèíÿòîé òå-
ïåðü.

Ìû óæå ãîâîðèëè, ÷òî êíèãà ¾Èñêóññòâî ïðåäïîëîæåíèé¿ ß. Áåðíóë-
ëè áûëà øèðîêî èçâåñòíà ìíîãèì ìàòåìàòèêàì çàäîëãî äî åå ïóáëèêàöèè.
Â ÷àñòíîñòè, îíà áûëà òùàòåëüíî èçó÷åíà åãî ïëåìÿííèêîì Í. Áåðíóëëè,
êîòîðûé â 1709 ã. çàùèòèë äèññåðòàöèþ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ó÷åíîé ñòåïåíè ëè-
öåíöèàòà ïðàâ ïîä íàçâàíèåì ¾Î ïðèìåíåíèè èñêóññòâà ïðåäïîëîæåíèé â
âîïðîñàõ ïðàâ¿. Âî âòîðîé ãëàâå ¾Î ñïîñîáå óñòàíîâëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ÷å-
ëîâå÷åñêîé æèçíè¿, èñõîäÿ èç òàáëèö Ãðàóíòà, îí èçó÷àë âîïðîñ î âåðîÿò-
íîñòè äîæèòèÿ äî îïðåäåëåííîãî âîçðàñòà. Íàì ñåé÷àñ èíòåðåñíî îòìåòèòü,
÷òî îí îòìåòèë ôàêò, ïîäìå÷åííûé èç èçó÷åíèÿ äîëãîëåòíèõ ðåãèñòðàöèè
ðîæäåíèé, ÷òî ìàëü÷èêîâ ðîæäàåòñÿ áîëüøå, ÷åì äåâî÷åê. Ïðè ýòîì îòíî-
øåíèå ÷èñëà ðîæäåíèé ìàëü÷èêîâ ê ÷èñëó ðîæäåíèÿ äåâî÷åê îêàçûâàåòñÿ,
êàê îí ñ÷èòàë, ðàâíûì 18:17. Ïîäðîáíîå èçó÷åíèå ñîäåðæàíèÿ ýòîé ãëàâû
ïîêàçûâàåò, ÷òî Í. Áåðíóëëè ïðèíèìàë âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ ìàëü÷èêà
ðàâíîé pì = 18/35 ≈ 0.514 è ñîîòâåòñòâåííî âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ äåâî÷-
êè ðàâíîé pä = 17/35 ≈ 0.486.

Äàëåå Í. Áåðíóëëè ðàññìîòðåë ïðèìåð, êîãäà èìååòñÿ 14 000 ðîæäåíèé.
Òîãäà, ñîãëàñíî ôîðìóëàì ß. Áåðíóëëè, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (µ îçíà÷àåò
ôàêòè÷åñêîå ÷èñëî ðîæäåíèé ìàëü÷èêîâ)

P(|µ− 7200| < 163) = P(7037 < µ < 7363) =
7362∑

i=7038

Ci
14 000p

iq14 000−i

Ôàêòè÷åñêîå ÷èñëî ðîæäåíèé ìàëü÷èêîâ çàâèñèò îò ñëó÷àÿ. Ïðèâåäåí-
íàÿ ôîðìóëà ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëî ðîæäåíèé
ìàëü÷èêîâ áóäåò çàêëþ÷åíî â óêàçàííûõ ãðàíèöàõ. Îäíàêî âû÷èñëåíèÿ, êî-
òîðûå, ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè, ñëîæíû.

Èíòåðåñíî, ÷òî â òî÷íîñòè ýòîò ïðèìåð ðàññìîòðåí Ëàïëàñîì â ¾Àíà-
ëèòè÷åñêîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé¿ (1-å èçä., ñ. 281). Â êà÷åñòâå èñêîìîãî
çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòè íåðàâåíñòâà 7037 < µ < 7363 Ëàïëàñ óêàçàë âåëè÷è-
íó 0.994303.

Â äâóõ ïîñëåäíèõ èçäàíèÿõ êíèãè Ìóàâðà ¾Äîêòðèíà øàíñîâ¿ áûë ïî-
ìåùåí ïåðåâîä åãî ñòàòüè 1733 ã. �Approximation ad summum terminonum
Binomii (a + b)n in serien expansis�. Ñîãëàñíî ñëîâàì ñàìîãî àâòîðà ¾ß ïî-
ìåùàþ çäåñü ïåðåâîä ìîåé ðàáîòû, íàïèñàííîé 12 íîÿáðÿ 1733 ãîäà è ñî-
îáùåííîé íåêîòîðûì äðóçüÿì, íî íèêîãäà íå ïóáëèêîâàâøåéñÿ¿ (¾Äîêòðè-
íà øàíñîâ¿, 1756, ñ. 242). Â êðàòêîì ââåäåíèè Ìóàâð îòìåòèë, ÷òî äëÿ
ðåøåíèÿ ðÿäà çàäà÷ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé íåîáõîäèìî ïîäñ÷èòûâàòü ñóì-
ìû

∑k
m=l Pn(m) ÷ëåíîâ áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è ÷òî âû÷èñëåíèÿ

çíà÷åíèå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 1/t ìîæåò áûòü ñäåëàíî êàê óãîäíî ìàëûì.
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ñòàíîâÿòñÿ ãðîìîçäêèìè ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà èñïûòàíèé n. Â
ðåçóëüòàòå ïåðåä Ìóàâðîì âîçíèê âîïðîñ î ðàçûñêàíèè àñèìïòîòè÷åñêîé
ôîðìóëû. Ýòà çàäà÷à èì áûëà áëàãîïîëó÷íî ðåøåíà. Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü,
êîòîðàÿ ïðè ýòîì âîçíèêëà, ñîñòîÿëà â îöåíêå ôàêòîðèàëà m! ïðè áîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ m. Ìóàâðó óäàëîñü äîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå
ðàâåíñòâî m! ≈ B

√
me−mmm, ãäå B � ïîñòîÿííîå. Ïðè ýòîì îêàçàëîñü, ÷òî

lnB = 1− 1/12 + 1/360− 1/1260 + 1/1680− . . .

Ìóàâð íàøåë, ÷òî ïðèáëèçèòåëüíî B ≈ 2.5074, îäíàêî ýòî åãî íå óäîâëåòâî-
ðèëî è åìó õîòåëîñü ñâÿçàòü ýòó êîíñòàíòó ñ ðàíåå ââåäåííûìè â ìàòåìàòè-
êó. Îí îáðàòèëñÿ ñî ñâîåé ïðîáëåìîé ê Ä. Ñòèðëèíãó (1692�1770). Ñòèðëèíã
ñ óñïåõîì ðàçðåøèë âîïðîñ è ïîêàçàë, ÷òî B =

√
2π ≈ 2.50662 . . .. Â ñâÿçè ñî

ñêàçàííûì õîòåëîñü áû îòìåòèòü, ÷òî èçâåñòíóþ ôîðìóëó Ñòèðëèíãà äëÿ
ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ôàêòîðèàëà â ñëó÷àå áîëüøèõ ÷èñåë ñëåäîâà-
ëî áû íàçûâàòü òî÷íåå ôîðìóëîé Ìóàâðà èëè ñàìîå ìåíüøåå � ôîðìóëîé
Ìóàâðà�Ñòèðëèíãà. Çàìåòèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî Ìóàâð âïåðâûå âû÷èñëèë
è îïóáëèêîâàë òàáëèöó ôóíêöèè lnn! äëÿ çíà÷åíèé n îò 10 äî 900. Èñïîëü-
çîâàâ íàéäåííóþ èì ôîðìóëó ¾Ñòèðëèíãà¿, Ìóàâð ïåðâîíà÷àëüíî âûÿñíèë,
÷òî â ñëó÷àå p = q = 0.5 ñðåäíèé ÷ëåí áèíîìà (1/2 + 1/2)n àñèìïòîòè÷å-
ñêè ðàâåí 1/

√
2nπpq, à çàòåì äîêàçàë ëîêàëüíóþ òåîðåìó, íîñÿùóþ òåïåðü

åãî èìÿ (¾Äîêòðèíà øàíñîâ¿, ñ. 243�244). Òî, ÷òî Ìóàâð íà÷àë ñî ñëó÷àÿ
p = q = 0.5 âïîëíå åñòåñòâåííî, ïîñêîëüêó èìåííî ýòîò ñëó÷àé èãðàåò çíà-
÷èòåëüíóþ ðîëü â ïðîñòåéøèõ çàäà÷àõ äåìîãðàôèè. Äàëåå Ìóàâð ïîëó÷èë
ëîêàëüíóþ òåîðåìó äëÿ p 6= 0.5 ôàêòè÷åñêè â ïðèíÿòîì òåïåðü âèäå.

Èìåÿ â ðóêàõ ëîêàëüíóþ òåîðåìó, Ìóàâð áåç çàòðóäíåíèé ñôîðìóëè-
ðîâàë è èíòåãðàëüíóþ òåîðåìó, ïðàâäà, òîëüêî äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ãðàíèö.
Âïðî÷åì, èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà, äîêàçàííàÿ äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ãðàíèö, áåç
òðóäà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà îáùèé ñëó÷àé. Îí îöåíèë âàæíîñòü âûðàæå-
íèÿ

√
npq äëÿ òåîðèè è ïðåäëîæèë äëÿ íåãî ñïåöèàëüíîå íàèìåíîâàíèå �

ìîäóëü.
Èñïîëüçîâàâ ìåòîä ïðèáëèæåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ Íüþòîíà�Êîòñà,

Ìóàâð âû÷èñëèë äëÿ ñëó÷àÿ p = q = 0.5 âåðîÿòíîñòü

P
(

1
2
n−

√
n < µ <

1
2
n +

√
n

)
.

Ñîãëàñíî åãî ïîäñ÷åòàì, îíà îêàçàëàñü ðàâíîé 0.95428. Òåïåðü, èñïîëüçóÿ
òàáëèöû, íåñëîæíî ïðîâåðèòü åãî ðàñ÷åòû è óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äîïóùåí-
íàÿ èì îøèáêà íåâåëèêà, òîëüêî â ÷åòâåðòîé çíà÷àùåé öèôðå (òàáëè÷íîå
çíà÷åíèå ðàâíî 0.95450). Òî÷íî òàê æå îí ïîäñ÷èòàë âåðîÿòíîñòü
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n

)
.

Åãî ðåçóëüòàò � 0.99874. Òàáëè÷íîå çíà÷åíèå ñ òàêèì æå ÷èñëîì çíà÷àùèõ
öèôð � 0.99731.
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Ìóàâð îòìåòèë, ÷òî èíòåãðàëüíóþ òåîðåìó ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ
îöåíêè: íåèçâåñòíîé âåðîÿòíîñòè p, ò.å. äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è �
çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè.

12. Êîíòðîëü êà÷åñòâà ïðîäóêöèè

Â ñâÿçè ñ ïåðåõîäîì ïðîìûøëåííîñòè íà ìàññîâîå èçãîòîâëåíèå èçäåëèé, çà
ïîñëåäíèå ïÿòüäåñÿò-øåñòüäåñÿò ëåò ðåçêî óâåëè÷èëñÿ èíòåðåñ ê âîïðîñàì
ïðîâåðêè êà÷åñòâà èçäåëèé, âõîäÿùèõ â ïðèíèìàåìóþ ïàðòèþ. Ïîÿâèëàñü
ãëóáîêàÿ ïî ñîäåðæàíèþ è çíà÷èòåëüíàÿ ïî ñâîèì ïðàêòè÷åñêèì ïðèìåíå-
íèÿì òåîðèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïðèåìî÷íîãî êîíòðîëÿ, îñíîâàííàÿ íà
øèðîêîì èñïîëüçîâàíèè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Ïåðâûì øàãîì, îòíîñÿùèìñÿ ê ýòîìó êðóãó èäåé, ïî-âèäèìîìó, ñëåäóåò
ñ÷èòàòü îäíó èç çàäà÷, ðàññìîòðåííûõ Ò. Ñèìïñîíîì â êíèãå ¾Ïðèðîäà è
çàêîíû ñëó÷àÿ¿ (1740). Âîò ôîðìóëèðîâêà ýòîé çàäà÷è: èìååòñÿ äàííîå ÷èñ-
ëî âåùåé ðàçëè÷íîãî ñîðòà � n1 âåùåé ïåðâîãî, n2 � âòîðîãî, . . . . Íàóäà÷ó
áåðóòñÿ n âåùåé. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ýòîì áóäåò âçÿòî m1

âåùåé ïåðâîãî ñîðòà, m2 âåùåé âòîðîãî è ò.ä. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòà çàäà-
÷à íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà äëÿ ñòóäåíòîâ, ïðèñòóïàþùèõ ê èçó÷åíèþ îñíîâ
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Â òó ïîðó îíà áûëà ïðåäìåòîì ñåðüåçíîãî íàó÷íîãî
òðàêòàòà.

Ñïóñòÿ ñòî ñ íåáîëüøèì ëåò, ê ýòîé çàäà÷å âíîâü âåðíóëñÿ Ì. Â. Îñòðî-
ãðàäñêèé (1801�1862) â ðàáîòå ¾Îá îäíîì âîïðîñå, êàñàþùåìñÿ âåðîÿòíî-
ñòåé¿ (1846). Â ìàòåìàòè÷åñêîì îòíîøåíèè ýòî ïðîèçâåäåíèå Îñòðîãðàäñêî-
ãî íå ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîãî èíòåðåñà, íî ãëóáîêîå ïîíèìàíèå ñàìîé ïðàê-
òè÷åñêîé çàäà÷è çàñëóæèâàåò íàøåãî âíèìàíèÿ. Ïî-âèäèìîìó, â ýòîì îòíî-
øåíèè îí èìååò ïðèîðèòåò ïåðåä âñåìè èññëåäîâàòåëÿìè. Âî âñÿêîì ñëó÷àå
Ñèìïñîí ïðàêòè÷åñêèõ ñëåäñòâèé èç ñâîèõ ïîäñ÷åòîâ íå äåëàë, à Îñòðî-
ãðàäñêèé âû÷èñëèë è íåîáõîäèìûå äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé òàáëè-
öû. Ïðèâåäåì ïîäëèííûå ñëîâà Îñòðîãðàäñêîãî. ¾Â ñîñóäå èìåþòñÿ áåëûå
è ÷åðíûå øàðû, îáùåå êîëè÷åñòâî êîòîðûõ íàì èçâåñòíî, íî ìû íå çíàåì,
ñêîëüêî èç íèõ êàêîãî öâåòà. Ìû èçâëåêàåì íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî øàðîâ,
ïîäñ÷èòàâ, ñêîëüêî èç íèõ áåëûõ è ñêîëüêî ÷åðíûõ, ñíîâà êëàäåì â ñîñóä.
Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáùåå ÷èñëî áåëûõ íå âûõîäèò
èç íàïåðåä çàäàííûõ ïðåäåëîâ. Èëè, ëó÷øå ñêàçàòü, ìû èùåì çàâèñèìîñòü
ìåæäó ýòîé âåðîÿòíîñòüþ è ïðåäåëàìè, î êîòîðûõ èäåò ðå÷ü.

×òîáû ïîíÿòü âàæíîñòü ýòîãî âîïðîñà, ïðåäñòàâèì ñåáÿ íà ìåñòå òîãî,
êòî äîëæåí ïîëó÷èòü áîëüøîå ÷èñëî ïðåäìåòîâ, ïðè÷åì äîëæíû âûïîë-
íÿòüñÿ íåêîòîðûå óñëîâèÿ, è êòî, ÷òîáû ïðîâåðèòü ýòè óñëîâèÿ, äîëæåí
íà êàæäûé ïðåäìåò ïîòðàòèòü íåêîòîðîå âðåìÿ. Ïåðåä àðìåéñêèìè ïîñòàâ-
ùèêàìè ÷àñòî ñòîÿò òàêîãî ðîäà çàäà÷è. Äëÿ íèõ øàðû, ñîäåðæàùèåñÿ â
ñîñóäå, ïðåäñòàâëÿþò ïîëó÷àåìûå ïðåäìåòû, áåëûå, íàïðèìåð � ïðåäìåòû
ïðèåìëåìûå, êàê óäîâëåòâîðÿþùèå îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì, à ÷åðíûå �
íåïðèåìëåìûå.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè áû âîïðîñ, êîòîðûé ìû ïåðåä ñîáîé ïîñòàâèëè,
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áûë ðåøåí, ïîñòàâùèê ìîã áû âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòèì, ÷òîáû ñâåñòè ïðèáëè-
çèòåëüíî ê äâàäöàòîé äîëå ÷àñòî î÷åíü óòîìèòåëüíóþ ìåõàíè÷åñêóþ ðàáî-
òó, êàê, íàïðèìåð, ïðîâåðêó áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ìåøêîâ ìóêè èëè øòóê
ñóêíà¿.

Îáùåå ÷èñëî øàðîâ â óðíå èçâåñòíî, íî íåèçâåñòåí åå ñîñòàâ. Åãî è ñëåäó-
åò îöåíèòü ïî âûáîðêå, âçÿòîé èç óðíû íàóäà÷ó. Äëÿ ýòîé öåëè Îñòðîãðàä-
ñêèé èñïîëüçóåò ôîðìóëû Áàéåñà. Îäíàêî åãî ðàññóæäåíèÿ áàçèðóþòñÿ íà
îäíîì ïðåäïîëîæåíèè, êîòîðîå âûçûâàåò ñåðüåçíûå âîçðàæåíèÿ, ïîñêîëü-
êó â ðåàëüíîé ïðàêòèêå íå ìîæåò âñòðåòèòüñÿ. Èìåííî, îí ïðåäïîëîæèë,
÷òî åñëè n � îáùåå ÷èñëî øàðîâ â óðíå, òî îäèíàêîâî âåðîÿòíû âñå ãè-
ïîòåçû î ðàñïðåäåëåíèè ñðåäè íèõ áåëûõ è ÷åðíûõ øàðîâ, ò.å. ÷òî îäèíà-
êîâî âåðîÿòíû âñå ñëåäóþùèå n + 1 ïðåäïîëîæåíèÿ î ÷èñëå áåëûõ øàðîâ:
0, 1, 2, . . . , n. Â äåéñòâèòåëüíîñòè áëèæå ê èñòèíå ïðåäïîëîæåíèå, êîòîðîå
èñïîëüçóåòñÿ òåïåðü â çàäà÷àõ ïðèåìî÷íîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî êîíòðîëÿ êà÷å-
ñòâà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èìååòñÿ ïðè÷èíà, â ñèëó êîòîðîé êàæäîå èçäåëèå
ìîæåò îêàçàòüñÿ áðàêîâàííûì ñ âåðîÿòíîñòüþ p. Äëÿ õîðîøî îðãàíèçîâàí-
íîãî ïðîèçâîäñòâà p äîëæíî áûòü ìàëûì è ïðàêòè÷åñêè íåèçìåííûì. Åñëè
æå òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ íàëàæåí ïëîõî, òî âåðîÿòíîñòü p çàâèñèò îò
âðåìåíè è ìîæåò äîñòèãàòü áîëüøîé âåëè÷èíû. Íî î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå ñòàòèñòè÷åñêèé êîíòðîëü íå ìîæåò ïðèíåñòè ïîëüçû. Åñëè æå p ìà-
ëî è ïîñòîÿííî, òî âåðîÿòíîñòü ñðåäè n èçäåëèé âñòðåòèòü m áðàêîâàííûõ
çàäàåòñÿ ôîðìóëîé Áåðíóëëè

Pn(m) = Cm
n pmqn−m.

Ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû ïðèåìî÷íîãî êîíòðîëÿ ïîëó÷èëè îñîáåííî áóð-
íîå ðàçâèòèå â ãîäû Âòîðîé ìèðîâîé âîéíû, ïîñêîëüêó áûëî íåîáõîäèìî
ïðèíèìàòü îãðîìíûå ïàðòèè îäíîðîäíîé ïðîäóêöèè, à ïðîâåðÿòü åå ñïëîøü
íå áûëî âîçìîæíîñòåé ïî ðÿäó ïðè÷èí, èç êîòîðûõ óêàæåì ëèøü íà ñëåäóþ-
ùèå: äëÿ íåêîòîðûõ âèäîâ ïðîäóêöèè Ïðîâåðêà ðàâíîñèëüíà óíè÷òîæåíèþ
ðàáî÷èõ ñâîéñòâ èçäåëèÿ (ôîòîáóìàãà, âçðûâàòåëè è ò.ä.); äëÿ ñïëîøíîé
ïðîâåðêè òðåáîâàëîñü òàêîå êîëè÷åñòâî ðàáî÷åé ñèëû è ðàáî÷åãî âðåìåíè,
÷òî íè òî, íè äðóãîå íå ìîãëî áûòü îáåñïå÷åíî â óñëîâèÿõ âîåííîãî âðå-
ìåíè. Íåò âîçìîæíîñòè çäåñü ïåðå÷èñëèòü äàæå îñíîâíûå ýòàïû ðàçâèòèÿ
òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïðèåìî÷íîãî êîíòðîëÿ. Áîëüøîå ÷èñëî èñ-
ñëåäîâàòåëåé ðàáîòàëè íàä ðàçëè÷íûìè ïðîáëåìàìè ýòîé òåìàòèêè è âíåñ-
ëè â åå ðàçâèòèå êðóïíûé âêëàä. Èç îòå÷åñòâåííûõ ó÷åíûõ çàñëóæèâàþò
áûòü îòìå÷åííûìè À. Í. Êîëìîãîðîâ, Â. È. Ðîìàíîâñêèé, Ñ. Õ. Ñèðàæäè-
íîâ, Þ. Ê. Áåëÿåâ è äð. Â ïåðèîä Âåëèêîé Îòå÷åñòâåííîé âîéíû 1941�
1945 ã. îãðîìíîå âíèìàíèå áûëî óäåëåíî ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ óïðàâëåíèÿ
êà÷åñòâîì ïðîäóêöèè â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà. Ýòî âåñüìà âàæíîå íàïðàâ-
ëåíèå ðàáîòû, ïîñêîëüêó îíî äîëæíî íå ïðîñòî ðàçáðàêîâûâàòü èçãîòîâëåí-
íóþ ïðîäóêöèþ, íî ñâîåâðåìåííî âìåøèâàòüñÿ â ïðîèçâîäñòâåííûé ïðîöåññ
è íå äîïóñêàòü èçãîòîâëåíèÿ íåêà÷åñòâåííîé ïðîäóêöèè. Èìåííî ê ýòîìó è
äîëæíî ñòðåìèòüñÿ ëþáîå ïðîèçâîäñòâî. Èòàê, äëÿ óïðàâëåíèÿ êà÷åñòâîì
íóæíî ðàçðàáîòàòü ìåòîäû, êîòîðûå ïîçâîëÿëè áû ïîéìàòü òîò ìîìåíò, êî-
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ãäà áðàêîâàííàÿ ïðîäóêöèÿ åùå íå ïðîèçâîäèòñÿ, íî âîçíèêàåò ïîâûøåííàÿ
âåðîÿòíîñòü íà÷àëà åå ïðîèçâîäñòâà.

Èäåÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî ìåòîäà óïðàâëåíèÿ êà÷åñòâîì â ïðîöåññå ïðîèç-
âîäñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âðåìÿ îò âðåìåíè ïðîâåðÿòü íåáîëüøèå ïàðòèè
ïðîäóêöèè (5�10 øòóê), òîëüêî ÷òî ñîøåäøèõ ñî ñòàíêà. Ïî ðåçóëüòàòàì òà-
êèõ ïðîâåðîê ñóäÿò î êà÷åñòâå íàëàäêè. Ýòè ïðîâåðêè îñóùåñòâëÿþòñÿ íå
ñëèøêîì ÷àñòî, ÷òîáû íå ëèõîðàäèòü ïåðåíàëàäêàìè îáîðóäîâàíèÿ ïðîèç-
âîäñòâåííûé ïðîöåññ, è íå ñëèøêîì ðåäêî, ÷òîáû íå ïðîïóñòèòü ìîìåíò åãî
ðàçëàäêè. Äàëåå ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé íàíîñÿòñÿ íà òàê íàçûâàåìûå êîí-
òðîëüíûå êàðòû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñóäèòü, ÷òî ñëåäóåò ïðåäïðèíèìàòü
ïîñëå êàæäîé ñåðèè òàêèõ íàáëþäåíèé - ïðåêðàùàòü ðàáîòó äëÿ ïåðåíà-
ëàäêè îáîðóäîâàíèÿ èëè æå ïðîäîëæèòü ïðîèçâîäñòâåííûé ïðîöåññ.

Åñëè íà ðÿäå ïðîèçâîäñòâ ïåðâè÷íîå ïðîèçâåäåíèå çàìåðîâ ïàðàìåòðîâ,
îïðåäåëÿþùèõ êà÷åñòâî ïðîäóêöèè, äîïóñòèìî è òåïåðü îöåíèâàòü âðó÷-
íóþ, òî íà äðóãèõ ïðîèçâîäñòâàõ îíî óæå òðåáóåò çàìåòíîãî óñîâåðøåí-
ñòâîâàíèÿ è ïåðåõîäà ê àâòîìàòèçàöèè çàìåðîâ è îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ
èçìåðåíèé. Äåëî â òîì, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ
îãðîìíîé ñêîðîñòüþ òåõíîëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé. Ñêîðîñòü íàñòîëüêî âåëè-
êà, ÷òî ïîêà îïåðàòîð ïðîèçâîäèò èçìåðåíèå ïàðàìåòðîâ îòîáðàííûõ èçäå-
ëèé, àâòîìàò óñïåâàåò èçãîòîâèòü ñîòíè äðóãèõ èçäåëèé, à ïðîêàòíûé ñòàí
-ïðîêàòàòü ñîòíè ìåòðîâ ïðîäóêöèè. Â ðåçóëüòàòå ïðè ðó÷íîì èçìåðåíèè
îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàïàçäûâàåò èíôîðìàöèÿ î íàëàäêå ïðîöåññà, à âìåñòå ñ
íåé è óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå. Âîò ïî÷åìó òåïåðü ïðåäëîæåíû àâòîìàòû,
êîòîðûå çàìåðÿþò íåîáõîäèìûå ïàðàìåòðû è ñàìè âûïîëíÿþò ìàòåìàòè÷å-
ñêèå îïåðàöèè, íåîáõîäèìûå äëÿ óïðàâëåíèÿ êà÷åñòâîì.

Ìåòîäû ïðèåìî÷íîãî êîíòðîëÿ è ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû óïðàâëåíèÿ êà-
÷åñòâîì îêàçàëèñü âåñüìà ýôôåêòèâíûì ñðåäñòâîì óïîðÿäî÷åíèÿ ïðîèçâîä-
ñòâà è ýêîíîìèè ñòàíî÷íîãî âðåìåíè, ìàòåðèàëîâ, ðàáî÷åé ñèëû. Ýêîíîìè-
÷åñêèé ýôôåêò îò èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ ìåòîäîâ èñ÷èñëÿåòñÿ ìèëëèàðäàìè
ðóáëåé (äîëëàðîâ, ìàðîê è ò.ä.). Ïî-íàñòîÿùåìó èñòîðèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ
ìåòîäîâ êîíòðîëÿ è óïðàâëåíèÿ åùå íåäîñòàòî÷íî èçó÷åíà è íóæäàåòñÿ â
ýíòóçèàñòàõ.

Øèðîòà ïðèìåíåíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé â íà÷àëå äâàäöàòîãî âåêà íà-
ñòîé÷èâî òðåáîâàëà ãëóáîêîãî îñìûñëåíèÿ ñàìèõ îñíîâ ýòîé íàóêè. Íàèâ-
íûå ïðåäñòàâëåíèÿ î ñëó÷àéíîì ñîáûòèè è åãî âåðîÿòíîñòè óæå ïåðåñòà-
ëè óäîâëåòâîðÿòü çàïðîñû íàóêè. Âîò ïî÷åìó ðÿä ó÷åíûõ � Ý. Áîðåëü,
Ñ. Í. Áåðíøòåéí, Ð. Ìèçåñ è äðóãèå ïðåäïðèíÿëè ñåðüåçíûå óñèëèÿ â ïå-
ðåñìîòðå îñíîâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Â òåêñòå êíèãè ìû ïîçíàêîìèëèñü
ñ øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûì ïîäõîäîì ê ýòîé ïðîáëåìå, ïðåäëîæåííûì
À. Í. Êîëìîãîðîâûì â ñòàòüå 1927 ã. è íàøåäøåì çàâåðøåíèå â åãî ìî-
íîãðàôèè ¾Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé¿ (1933).

41



Ãëàâà 3. Ê èñòîðèè ôîðìèðîâàíèÿ ïîíÿòèÿ

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

13. Ðàçâèòèå òåîðèè îøèáîê íàáëþäåíèé

Ìû óæå óïîìèíàëè â ïåðâîé ãëàâå î òîì, ÷òî Ãàëèëåî Ãàëèëåé çàëîæèë îñ-
íîâû òåîðèè îøèáîê èçìåðåíèé è ââåë â ðàññìîòðåíèå ðÿä âàæíûõ ïîíÿòèé,
êîòîðûå ñîõðàíèëè çíà÷åíèå è â íàøè äíè.

Ïîçäíåå ïîä âëèÿíèåì â ïåðâóþ î÷åðåäü àñòðîíîìè÷åñêèõ è ãåîäåçè-
÷åñêèõ íàáëþäåíèé èíòåðåñ ê îøèáêàì èçìåðåíèé çàìåòíî âîçðîñ. Çíàìå-
íèòûé àñòðîíîì-íàáëþäàòåëü Òèõî Áðàãå (1546�1601) îáðàòèë âíèìàíèå
íà òî, ÷òî êàæäîå îòäåëüíîå èçìåðåíèå íåñåò â ñåáå âîçìîæíóþ îøèáêó è
òî÷íîñòü èçìåðåíèé çíà÷èòåëüíî ïîâûøàåòñÿ, åñëè ïðîèçâåñòè íåñêîëüêî
èçìåðåíèé è âçÿòü èç íèõ ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå. Âïðî÷åì ðåêîìåíäàöèÿ
ïîëüçîâàòüñÿ ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì äëÿ óòî÷íåíèÿ ðàçìåðîâ áûëà äà-
íà çàäîëãî äî Òèõî Áðàãå. Òàê, ñîãëàñíî ëèòåðàòóðíûì äàííûì, â îäíîì
äðåâíåèíäèéñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì òðàêòàòå ðåêîìåíäîâàëîñü ïðè ïîäñ÷å-
òå îáúåìà çåìëÿíûõ ðàáîò äåëàòü èçìåðåíèÿ â íåñêîëüêèõ ìåñòàõ è çàòåì
îïåðèðîâàòü ñî ñðåäíèìè àðèôìåòè÷åñêèìè (ñì. Ë. Å. Ìàéñòðîâ ¾Ðàçâèòèå
ïîíÿòèÿ âåðîÿòíîñòè¿, ñ. 74).

Êàçàëîñü áû îò È. Êåïëåðà (1571�1630), ñäåëàâøåãî òàê ìíîãî äëÿ ôîð-
ìèðîâàíèÿ çàêîíîâ äâèæåíèÿ ïëàíåò, ñëåäîâàëî îæèäàòü ïîâûøåííîãî âíè-
ìàíèÿ ê ìåòîäàì îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé. Íî ýòè âîïðîñû ôàê-
òè÷åñêè îñòàëèñü â ñòîðîíå îò åãî èíòåðåñîâ è îí çàìåòèë òîëüêî òî, ÷òî
õîðîøèé íàáëþäàòåëü ïðîèçâîäèò èçìåðåíèÿ ñ îøèáêàìè îãðàíè÷åííîé âå-
ëè÷èíû. Â ýòîì ïëàíå èíòåðåñíû åãî ñëîâà, îòíîñÿùèåñÿ ê Òèõî Áðàãå ¾áëà-
ãîñòü áîæüÿ äàëà íàì â ëèöå Òèõî ñòîëü òî÷íîãî íàáëþäàòåëÿ, ÷òî îøèá-
êà â âîñåìü ìèíóò íåâîçìîæíà, ïîáëàãîäàðèì áîãà è âîñïîëüçóåìñÿ ýòîé
âûãîäîé. Ýòè âîñåìü ìèíóò, êîòîðûìè ïðåíåáðå÷ü íåëüçÿ, äàäóò ñðåäñòâî
ïðåîáðàçîâàòü âñþ àñòðîíîìèþ¿.

Ïåðâûå ïîïûòêè ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ òåîðèþ îøèáîê èçìåðåíèé
ïðèíàäëåæàò Ð. Êîòñó (1682�1716), Ò. Ñèìïñîíó (1710�1761) è Ä. Áåðíóëëè
(1700�1782).

Ïðåäïîëîæåíèÿ, êîòîðûå áûëè âûñêàçàíû óêàçàííûìè àâòîðàìè î çà-
êîíîìåðíîñòÿõ ðàñïðåäåëåíèÿ îøèáîê èçìåðåíèÿ, áûëè âåñüìà ðàçëè÷íû.
Êîòñ ñ÷èòàë, ÷òî îøèáêè ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû â íåêîòîðîì îòðåçêå
[−a, a]. Ñèìïñîí èñõîäèë èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ìàëûå îøèáêè äîïóñêàþò-
ñÿ ÷àùå, ÷åì áîëüøèå è òàêæå îãðàíè÷åíû ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íåêî-
òîðûì ÷èñëîì a. Ñèìïñîí ñ÷èòàë, ÷òî îøèáêè ïîä÷èíåíû òðåóãîëüíîìó
ðàñïðåäåëåíèþ, ïëîòíîñòü êîòîðîãî ðàâíà 0 â îòðåçêàõ îò −∞ äî −a è îò
a äî +∞; â îòðåçêå [−a, 0] åå óðàâíåíèå áóäåò x − 2a2y = −a è, íàêîíåö,
â îòðåçêå [0, a] èìååò óðàâíåíèå x + 2a2y = a. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî êàê
Êîòñ, òàê è Ñèìïñîí íå ðàññìàòðèâàëè â ñóùíîñòè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëå-
íèÿ, ïîñêîëüêó îíè ñ÷èòàëè, ÷òî îøèáêè óêëàäûâàþòñÿ â àðèôìåòè÷åñêóþ
ïðîãðåññèþ ñ î÷åíü ìàëîé ðàçíîñòüþ è íåîïðåäåëåííûì ÷èñëîì âîçìîæíûõ
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çíà÷åíèé.
Ñèìïñîí äëÿ èçáðàííîãî èì ðàñïðåäåëåíèÿ äîêàçàë, ÷òî ñðåäíåå àðèô-

ìåòè÷åñêîå äàåò ëó÷øóþ òî÷íîñòü, ÷åì êàæäîå îòäåëüíîå èçìåðåíèå. Ýòî-
ìó ðåçóëüòàòó îí ïðèäàâàë áîëüøîå çíà÷åíèå è îïóáëèêîâàë åãî â ðàáîòå
¾Î ïðåèìóùåñòâå âûáîðà ñðåäíåãî èç íåêîòîðîãî ÷èñëà íàáëþäåíèé â ïðàê-
òè÷åñêîé àñòðîíîìèè¿ (Philos. Trans., 1755).

Çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ðàáîòà Ä. Áåðíóëëè (1700�1782)
¾Íàèáîëåå âåðîÿòíîå îïðåäåëåíèå ïî íåñêîëüêèì ðàñõîäÿùèìñÿ ìåæäó ñî-
áîé íàáëþäåíèÿì è óñòàíàâëèâàåìîå îòñþäà íàèáîëåå ïðàâäîïîäîáíîå çà-
êëþ÷åíèå¿, îïóáëèêîâàííàÿ â 1778 ã. â èçäàíèÿõ Ïåòåðáóðãñêîé Àêàäåìèè
íàóê. Ýòà ðàáîòà èíòåðåñíà òåì, ÷òî â íåé âïåðâûå áûë âûñêàçàí è èñïîëü-
çîâàí äëÿ îöåíêè íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà ïðèíöèï ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäî-
ïîäîáèÿ. Ä. Áåðíóëëè íà÷àë ñâîé ìåìóàð ñ ñîìíåíèé î öåëåñîîáðàçíîñòè
ïðèìåíåíèÿ âñåîáùå ïðèíÿòîãî ïðèíöèïà ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî. Â êà-
÷åñòâå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ îí ïðèíÿë ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ ðàâåí-
ñòâîì y =

√
R2 − (x− x̄)2, â êîòîðîì ïàðàìåòð R èçâåñòåí, à x̄ äîëæíî

áûòü îïðåäåëåíî ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèé. Çàñëóæèâàåò âíèìàíèÿ òî,
÷òî Ä. Áåðíóëëè íå îáðàòèë âíèìàíèÿ íà ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëüñòâî: èíòå-
ãðàë îò ïðèíÿòîé èì ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâåí π

2 R2 è, ñëåäîâàòåëüíî,
òîëüêî ïðè îäíîì çíà÷åíèè R ìîæåò áûòü ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-
ÿòíîñòåé.

Ê ýòîé ðàáîòå Ä. Áåðíóëëè áûë íàïèñàí êîììåíòàðèé Ë. Ýéëåðîì (1707�
1783), â êîòîðîì, âî-ïåðâûõ, êðèòèêîâàëñÿ ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïî-
äîáèÿ (êîíå÷íî, òîãäà ýòîãî òåðìèíà åùå íå áûëî è â ïîìèíå) è, âî-âòîðûõ,
ïðåäëàãàëîñü îòáðàñûâàòü íàáëþäåíèÿ, äàëåêèå îò èñòèííîãî çíà÷åíèÿ ïà-
ðàìåòðà, ïîñêîëüêó îíè ìàëî âåðîÿòíû.

Ñëåäóåò îòìåòèòü ðàáîòû È. Ëàìáåðòà (1728�1777), êîòîðûé â ñòàòüÿõ
1760 è 1765 ã. èçëîæèë öåëè òåîðèè îøèáîê èçìåðåíèé (êñòàòè, åìó ïðèíàä-
ëåæèò è ñàì ýòîò òåðìèí), ñâîéñòâà îøèáîê, îöåíêó òî÷íîñòè íàáëþäåíèé è
ïðàâèëà ïîäáîðà êðèâûõ ïî íàáëþäåííûì òî÷êàì, ñîäåðæàùèì ñëó÷àéíûå
îøèáêè. Ïîçäíåå ïîÿâèëàñü ðàáîòàÆ. Ëàãðàíæà (1736�1813), ïîñâÿùåííàÿ
âûÿñíåíèþ ðîëè ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî ïðè îöåíêå èñòèííîãî çíà÷åíèÿ
èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû.

Äëÿ Ï. Ëàïëàñà (1749�1827) òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé áûëà íå ñòîëüêî ìàòå-
ìàòè÷åñêîé, ñêîëüêî åñòåñòâåííî-íàó÷íîé äèñöèïëèíîé. Â ñâÿçè ñ åãî çàíÿ-
òèÿìè àñòðîíîìèåé, îí íåèçáåæíî äîëæåí áûë ïðèéòè ê âîïðîñàì òåîðèè
îøèáîê íàáëþäåíèé è âìåñòå ñ òåì çàèíòåðåñîâàòüñÿ òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé.
Ëàïëàñ ïîëó÷èë ðÿä âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ â òåîðèè îøèáîê íàáëþäåíèé,
êîòîðûå âîøëè â ïðàêòèêó îáðàáîòêè äàííûõ íàáëþäåíèé. Ìû íå ñòàíåì
çäåñü âäàâàòüñÿ â ïîäðîáíîñòè åãî èññëåäîâàíèé, ïîñêîëüêó äëÿ íàñ îïè-
ñàíèå òåîðèè îøèáîê èçìåðåíèé íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîöåëüþ. Íàñ èíòåðåñóåò
åå ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Â ýòîì ïëàíå îñîáûé èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿþò äâå èäåè Ï. Ëàïëàñà. Ïåðâàÿ èç íèõ âûçâàëà ê æèçíè çíà÷è-
òåëüíîå óâåëè÷åíèå èíòåðåñà ê ïðåäåëüíûì òåîðåìàì äëÿ ñóìì íåçàâèñè-
ìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Èìåííî, ñîãëàñíî Ëàïëàñó, íàáëþäåííûå îøèáêè
èçìåðåíèé ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòîì ñóììèðîâàíèÿ î÷åíü áîëüøîãî ÷èñëà ýëå-
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ìåíòàðíûõ îøèáîê. Åñëè ýòè îøèáêè ðàâíîìåðíî ìàëû, òî Ëàïëàñ ïðåäïî-
ëîæèë, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå èõ ñóììû äîëæíî áûòü áëèçêî ê íîðìàëüíîìó.

Âòîðàÿ èäåÿ êàñàåòñÿ îöåíêè èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû ïî ðåçóëüòàòàì
x1, x2, . . . , xn èçìåðåíèé. Â êà÷åñòâå îöåíêè íåèçâåñòíîãî çíà÷åíèÿ a èçìå-
ðÿåìîé âåëè÷èíû Ëàïëàñ ïðåäëîæèë áðàòü òî çíà÷åíèe â = a(x1, . . . , xn),

ïðè êîòîðîì îáðàùàåòñÿ â ìèíèìóì ñóììà
n∑

k=1

|xk − a|. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â

ïðè ýòîì ðàâíÿåòñÿ ýìïèðè÷åñêîé ìåäèàíå, ò.å. òîìó çíà÷åíèþ x, ñëåâà è
ñïðàâà îò êîòîðîãî ðàñïîëîæåíî îäèíàêîâîå ÷èñëî íàáëþäåííûõ çíà÷åíèé.
Ýòîò ïðèåì íå ïîëó÷èë â òó ïîðó ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ïîñêîëüêó âñêîðå áûë
ïðåäëîæåí äðóãîé ìåòîä, ïðèâîäÿùèé ê áîëåå ïðîñòûì ðåçóëüòàòàì. Ðàçðà-
áîòêà ýòîãî íîâîãî ìåòîäà ñâÿçàíà ñ èìåíàìè Ãàóññà (1777�1855), Ëåæàíäðà
(1752�1833) è àìåðèêàíñêîãî ìàòåìàòèêà Ð. Ýäðåéíà (1775�1843). Èõ ðàáî-
òû ñîñòàâèëè â òåîðèè îøèáîê íàáëþäåíèé íàñòîÿùóþ ýïîõó. Ãàóññîì è Ëå-
æàíäðîì áûë ïðåäëîæåí è ðàçðàáîòàí ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ãàóññ
ïðåäëîæèë åãî âòîðîé êíèãå áîëüøîãî òðàêòàòà ¾Òåîðèÿ äâèæåíèÿ íåáåñ-
íûõ òåë, âðàùàþùèõñÿ âîêðóã ñîëíöà ïî êîíè÷åñêèì ñå÷åíèÿì¿ (1809).
Ëåæàíäð æå èçëîæèë ñâîè èäåè â ðàáîòå ¾Íîâûå ìåòîäû äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ îðáèò êîìåò¿ (1806), ê êîòîðîé áûëî ñäåëàíî ñïåöèàëüíîå äîïîëíåíèå
¾Î ìåòîäå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ¿. Ñàì Ãàóññ íåîäíîêðàòíî ïèñàë, ÷òî îí
ïîëüçîâàëñÿ ýòèì ìåòîäîì, íà÷èíàÿ ñ 1795 ã. Ãàóññîì è Ýäðåéíîì áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ âåñüìà øèðîêèõ óñëîâèÿõ ïëîòíîñòü îøèáîê
èçìåðåíèé èìååò âèä ϕ(∆) = h√

π
exp(−h2∆2).

Íåîáõîäèìî ñêàçàòü, ÷òî âëèÿíèå Ãàóññà, Ëåæàíäðà è Ýäðåéíà íà ðàçâè-
òèå íàóêè îêàçàëîñü âåñüìà ðàçëè÷íûì. Ñòàòüÿ Ýäðåéíà, îïóáëèêîâàííàÿ â
ìàëî ðàñïðîñòðàíåííîì àìåðèêàíñêîì æóðíàëå, ïðîøëà ïðàêòè÷åñêè íåçà-
ìå÷åíîé. Ðàáîòû æå Ãàóññà è Ëåæàíäðà ïî÷òè ìãíîâåííî ñòàëè èçâåñòíû
íàó÷íîìó ìèðó. Ó÷åíûå âîñïðèíÿëè ïðåäëîæåííûé èìè ìåòîä è íà÷àëè ñè-
ñòåìàòè÷åñêè èñïîëüçîâàòü åãî â ñâîåé ïðàêòè÷åñêîé ðàáîòå.

Áîëüøîé âêëàä â äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ýòîé òåîðèè âíåñ Ñ. Ïóàññîí
(1781�1840). Â ÷àñòíîñòè, Ïóàññîí çàäàëñÿ âîïðîñîì: âñåãäà ëè ñðåäíåå
àðèôìåòè÷åñêîå äàåò ëó÷øèé ðåçóëüòàò ïî ñðàâíåíèþ ñ îòäåëüíûì íàáëþ-
äåíèåì? Îòâåò îêàçàëñÿ îòðèöàòåëüíûì. Èìåííî: åìó óäàëîñü óêàçàòü ðàñ-
ïðåäåëåíèå, äëÿ êîòîðîãî ýòîãî ïðàâèëî îøèáî÷íî. Ïëîòíîñòü ýòîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ðàâíà p(x) = 1

π(1+x2) , −∞ < x < ∞.

Ïóàññîí îáíàðóæèë, ÷òî ñóììà äâóõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ñ òîëüêî ÷òî óêàçàííîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò ñ òî÷íîñòüþ äî
ìàñøòàáà òàêîå æå ðàñïðåäåëåíèå. Äàëåå îí îáíàðóæèë, ÷òî ñðåäíåå àðèô-
ìåòè÷åñêîå èç íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé íàä òàêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé
èìååò â òî÷íîñòè òàêîå æå ðàñïðåäåëåíèå. ×åðåç äâàäöàòü ëåò (â 1853 ã.)
Î. Êîøè (1789�1857) ïîâòîðèë ýòè ðåçóëüòàòû, ïîñëå ÷åãî óêàçàííîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ïîëó÷èëî íàèìåíîâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè. Ïóàññîí æå, ïåð-
âîîòêðûâàòåëü ýòèõ ðåçóëüòàòîâ, áûë çàáûò.

Ïîçäíåå òåîðèÿ îøèáîê èçìåðåíèé ïðèâëåêàëà âíèìàíèå ïðàêòè÷åñêè
âñåõ âèäíûõ ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ï. Ë. ×åáûøåâ
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è À. À. Ìàðêîâ (1856�1922) è ìíîãèå äðóãèå óäåëÿëè âíèìàíèå êàê ìåòîäó
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, òàê è äðóãèì âîïðîñàì òåîðèè îøèáîê. Òåîðèÿ îøè-
áîê îêàçàëà ñåðüåçíîå âëèÿíèå íà ïîñòàíîâêè çàäà÷ è ðàçðàáîòêó ìåòîäîâ
ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Òåïåðü òåîðèÿ îøèáîê âêëþ÷àåòñÿ â êà÷åñòâå
åñòåñòâåííîé ÷àñòè â ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòàòèñòèêó.

14. Ôîðìèðîâàíèå ïîíÿòèÿ ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû

Ìû íåîäíîêðàòíî ãîâîðèëè î òîì, ÷òî ôîðìèðîâàíèå íàó÷íûõ ïîíÿòèé ïðî-
õîäèò äëèòåëüíûé è ñëîæíûé ïóòü, ïðåæäå ÷åì âîéòè âî âñåîáùåå óïî-
òðåáëåíèå. Êàê ïðàâèëî, íåîáõîäèìîå ïîíÿòèå åùå íå ââåäåíî â íàó÷íûé
îáèõîä, à ôàêòè÷åñêè èì óæå ïîëüçóþòñÿ êàê ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ
çàäà÷, òàê è ïðè âûâîäå îáùåòåîðåòè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé. Ýòîò ïóòü
õàðàêòåðåí è äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � îñíîâíîãî ïîíÿòèÿ òåîðèè âåðî-
ÿòíîñòåé è ñîâðåìåííîãî åñòåñòâîçíàíèÿ. Ââåäåíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ ñâÿçàíî
ñ èìåíàìè ìíîãèõ ó÷åíûõ, êîòîðûå õîòÿ è íå èñïîëüçîâàëè ýòîãî òåðìèíà,
íî ôàêòè÷åñêè èññëåäîâàëè îòäåëüíûå åãî ñâîéñòâà.

Äåéñòâèòåëüíî, ìû óæå çíàåì, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ Êîòñà, Ñèìïñîíà è Ä. Áåð-
íóëëè, â XVIII âåêå íà÷àëà ðàçâèâàòüñÿ òåîðèÿ îøèáîê íàáëþäåíèé, âîçíèê-
øàÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü ïîä âëèÿíèåì àñòðîíîìèè. Îøèáêà èçìåðåíèÿ â çà-
âèñèìîñòè îò ñëó÷àÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ. Ýòà ïîçèöèÿ
áûëà âûñêàçàíà Ãàëèëååì çàäîëãî äî ðàáîò òîëüêî ÷òî óïîìÿíóòûõ ó÷å-
íûõ. Îí æå ââåë â îáèõîä òåðìèí ¾ñëó÷àéíàÿ¿ è ¾ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îøèá-
êà¿ èçìåðåíèÿ. Âòîðàÿ òåñíî ñâÿçàíà ñ êà÷åñòâîì èçãîòîâëåíèÿ ïðèáîðà,
ìàñòåðñòâîì íàáëþäàòåëÿ, óñëîâèÿìè íàáëþäåíèé. Ïåðâàÿ æå çàâèñèò îò
ìíîãî÷èñëåííûõ ïðè÷èí, âëèÿíèå êîòîðûõ íåâîçìîæíî ó÷åñòü è êîòîðûå
èçìåíÿþòñÿ îò íàáëþäåíèÿ ê íàáëþäåíèþ, îò èçìåðåíèÿ ê èçìåðåíèþ. Òå-
ïåðü ìû ÿñíî âèäèì, ÷òî îøèáêà èçìåðåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíóþ
âåëè÷èíó ñ êàêèì-òî íåèçâåñòíûì íàì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé.

Íî ñ ïîíÿòèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû âñòðå÷àëèñü óæå ß. Áåðíóëëè,
Í. Áåðíóëëè, Ìîíìîð, Ìóàâð. Â ñàìîì äåëå, ß. Áåðíóëëè ðàññìîòðåë ÷èñ-
ëî ïîÿâëåíèé èíòåðåñóþùåãî åãî ñîáûòèÿ â n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ.
Äëÿ íàñ òåïåðü ýòî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ñïîñîáíàÿ ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ
0, 1, 2, . . . , n ñ âåðîÿòíîñòÿìè, çàäàâàåìûìè ôîðìóëàìè Áåðíóëëè. Í. Áåð-
íóëëè, Ìîíìîð è Ìóàâð, èññëåäóÿ çàäà÷ó î ðàçîðåíèè èãðîêà, òàêæå èìåëè
äåëî ñî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé � ÷èñëîì ïàðòèé, êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ
ðàçîðåíèÿ. Ìóàâð ïîøåë åùå äàëüøå � îí ââåë â ðàññìîòðåíèå íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé. Îäíàêî íèêòî èç ïåðå÷èñëåííûõ ó÷åíûõ íå
çàìåòèë, ÷òî â íàóêó âëàñòíî ïîñòó÷àëàñü íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ íîâîãî
ïîíÿòèÿ � ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ïåðâûé èç íèõ îñòàâàëñÿ íà óðîâíå ñõå-
ìû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé, îñòàëüíûå æå îãðàíè÷èëèñü
òîé ÷àñòíîé çàäà÷åé, êîòîðàÿ ïåðåä íèìè ñòîÿëà. Äëÿ Ìóàâðà íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå áûëî ëèøü àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèåé, äàþùåé õîðîøåå

45



ïðèáëèæåíèå ê òî÷íîìó çíà÷åíèþ èñêîìûõ âåðîÿòíîñòåé.
Ìû ãîâîðèëè, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíî ñ÷èòàëîñü, ÷òî âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ

îøèáîê èçìåðåíèé ñîñòàâëÿþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ íåîïðåäåëåí-
íîé, íî î÷åíü ìàëîé ðàçíîñòüþ. Çàòåì ïîñòåïåííî îò ýòîãî ïðåäïîëîæå-
íèÿ îòêàçàëèñü è ñòàëè ïðåäñòàâëÿòü ñåáå, ÷òî âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ, ïðè-
íèìàåìûå îøèáêàìè íàáëþäåíèé, çàïîëíÿþò öåëûé îòðåçîê, âåðîÿòíîñòè
âîçìîæíûõ çíà÷åíèé îïðåäåëÿëèñü ïîñðåäñòâîì ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.
È åñëè Ä. Áåðíóëëè â îòíîøåíèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
äîïóñêàë åùå îïðåäåëåííûå âîëüíîñòè, òî ó Ëàïëàñà, Ãàóññà, Ëåæàíäðà
ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ áûëî óæå âñå â ïîðÿäêå. Ýòî áûëà íåîòðè-
öàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, èíòåãðàë îò êîòîðîé ïî âñåé ïðÿìîé ðàâåí åäèíèöå, à
âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â òîò èëè èíîé îòðåçîê ðàâíÿëñÿ èíòåãðàëó îò ïëîò-
íîñòè, âçÿòîìó ïî ýòîìó îòðåçêó. Ëàïëàñó óæå áûëà èçâåñòíà ôîðìóëà äëÿ
ðàçûñêàíèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû ïî ïëîòíîñòÿì ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëàãàåìûõ. Â çíàìåíèòîé êíèãå ¾Àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé¿ Ëà-
ïëàñ óìåëî îïåðèðóåò ñ ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ, ñòàâèò è ðåøàåò ðÿä
èíòåðåñíûõ çàäà÷, íî íèãäå íå ââîäèò ïîíÿòèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Îí ëè-
áî èñïîëüçóåò ÿçûê òåîðèè îøèáîê èçìåðåíèé, ëèáî ÿçûê ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà è íå îùóùàåò ïîòðåáíîñòè â íîâîì ïîíÿòèè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Ïåðâàÿ ïîëîâèíà XIX âåêà ïðèíåñëà íîâûå çàäà÷è, êîòîðûå íóæäàþòñÿ
â ïîíÿòèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ïðåæäå âñåãî � ýòî èññëåäîâàíèÿ áåëüãèé-
ñêîãî åñòåñòâîèñïûòàòåëÿ À. Êåòëå (1796�1874), çàìåòèâøåãî, ÷òî ðàçìå-
ðû îðãàíîâ æèâîòíûõ îïðåäåëåííîãî âîçðàñòà ïîä÷èíÿþòñÿ íîðìàëüíîìó
ðàñïðåäåëåíèþ. Èçó÷åíèå óêëîíåíèé ñíàðÿäà îò öåëè ÿâèëîñü ïðåäìåòîì
èññëåäîâàíèÿ ìíîãèõ ó÷åíûõ; îíè òàêæå ïðèâåëè ê âûâîäó î íîðìàëüíîì
ðàñïðåäåëåíèè ýòîé âåëè÷èíû. Ñ ñåðåäèíû XIX âåêà íà÷àëèñü çàìå÷àòåëü-
íûå ðàáîòû Ä. Ê. Ìàêñâåëëà (1831�1879) è ðÿäà äðóãèõ ó÷åíûõ ïî ìàòå-
ìàòè÷åñêîé òåîðèè ìîëåêóëÿðíîé ôèçèêè ãàçîâ. È çäåñü ñíîâà íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå çàâîåâàëî ïî÷åòíîå ìåñòî.

Çàñëóæèâàåò âíèìàíèÿ ïîñòàíîâêà åùå îäíîé çàäà÷è Ãàóññîì. Îí ñôîð-
ìóëèðîâàë åå 25 îêòÿáðÿ 1800 ã. (èìåííî çà ýòîò äåíü â åãî äíåâíåêå ïîä
�113 ñäåëàíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàïèñü). ×åðåç äâåíàäöàòü ëåò îí ñôîðìó-
ëèðîâàë åå â ïèñüìå ê Ëàïëàñó îò 30 ÿíâàðÿ 1812 ã. Ýòà çàäà÷à îòíîñèòñÿ
ê èíòåðåñíîìó, íà÷àâøåìó ðàçâèâàòüñÿ ëèøü â XX âåêå ðàçäåëó ìàòåìàòè-
êè � ìåòðè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë; îäíîâðåìåííî îíà èìååò ñàìîå íåïîñðåä-
ñòâåííîå îòíîøåíèå ê èçó÷åíèþ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí. Â ïîñòàíîâêå çàäà÷è ïðåäîñòàâèì ñëîâî ñàìîìó Ãàóññó. Â óïîìÿíó-
òîì ïèñüìå ê Ëàïëàñó îí ïèñàë: ¾. . . ÿ âñïîìèíàþ ëþáîïûòíóþ çàäà÷ó,
êîòîðîé ÿ çàíèìàëñÿ óæå 12 ëåò íàçàä, íî äëÿ êîòîðîé ÿ íå íàøåë òîãäà
óäîâëåòâîðÿþùåãî ìåíÿ ðåøåíèÿ.

Áûòü ìîæåò, Âû ñîáëàãîâîëèòå çàíÿòüñÿ åþ íåñêîëüêî ìèíóò: â ýòîì
ñëó÷àå, ÿ óáåæäåí, Âû íàéäåòå áîëåå ïîëíîå ðåøåíèå. Âîò îíà. Ïóñòü M �
íåèçâåñòíàÿ âåëè÷èíà, çàêëþ÷åííàÿ ìåæäó ïðåäåëàìè 0 è 1, äëÿ êîòîðîé
âñå çíà÷åíèÿ èëè îäèíàêîâî âåðîÿòíû èëè æå áîëåå èëè ìåíåå ñëåäóþò
äàííîìó çàêîíó: ïðåäïîëîæåíî, ÷òî îíà ðàçëîæåíà â íåïðåðûâíóþ äðîáü
M = 1/a(1)+1/a(2)+. . .. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî, îòáðîñèâ â ðàçëî-
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æåíèè êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ äî a(n), ñëåäóþùàÿ äðîáü 1/a(a)+1/a(n+1)+. . .
áóäåò çàêëþ÷åíà â ïðåäåëàõ îò 0 äî x? ß îáîçíà÷àþ åå ÷åðåç P (n, x) è ïðåä-
ïîëàãàþ, ÷òî äëÿ M âñå çíà÷åíèÿ îäèíàêîâî âåðîÿòíû: P (0, x) = x¿.

Ãèïîòåçà Ãàóññà ñîñòîÿëà â òîì, ÷òî

lim
n→∞

P (n, x) = ln(1 + x)/ ln 2.

Îí ïèñàë äàëåå, ÷òî ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è ¾óñèëèÿ, êîòîðûå ÿ äå-
ëàë,. . . îêàçàëèñü áåñïëîäíûìè¿. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïîÿâèëîñü ëèøü
â 1928 ã., åãî äàë P. O. Êóçüìèí (1891�1949). ×åðåç ãîä Ï. Ëåâè (1886�1971)
äàë äëÿ ýòîé çàäà÷è ÷èñòî âåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå, ïîëó÷èâ äëÿ áûñòðîòû
ñõîäèìîñòè ê ïðåäåëó ëó÷øóþ, ÷åì ó Êóçüìèíà, îöåíêó. Ïîçäíåå áûëî äî-
êàçàíî, ÷òî ðåçóëüòàò ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû M , äëÿ
êîòîðîé P (0, x) èìååò îãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ. Ýòî çàìå÷àíèå äåëàåò
áîëåå ÿñíûìè íåîïðåäåëåííûå ñëîâà Ãàóññà î òîì, ÷òî äëÿ âåëè÷èíû M
¾âñå çíà÷åíèÿ èëè îäèíàêîâî âåðîÿòíû èëè æå áîëåå èëè ìåíåå ñëåäóþò
äàííîìó çàêîíó¿.

Çàñëóæèâàåò óïîìèíàíèÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ôóíêöèÿ P (0, x), òàêæå
êàê è P (n, x), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ìû âèäèì, ÷òî ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ìíîãèõ êðóïíûõ ìà-
òåìàòèêîâ ïîäãîòîâèëè ïî÷âó äëÿ ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû. Ïî-âèäèìîìó, ïåðâûé øàã áûë ñäåëàí Ïóàññîíîì â ìåìóàðå 1832 ã.
¾Î âåðîÿòíîñòè ñðåäíèõ ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé¿. Ýòîò ôàêò ìíå ñîîáùèë
Î. Á. Øåéíèí. Òåðìèíà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ó Ïóàññîíà åùå íåò, íî îí ïè-
øåò î ¾íåêîòîðîé âåùè¿, êîòîðàÿ ñïîñîáíà ïðèíÿòü çíà÷åíèÿ a1, a2, . . . , aλ

ñîîòâåòñòâåííî ñ âåðîÿòíîñòÿìè p1, p2, . . . , pλ. Îí ðàññìîòðåë òàêæå íåïðå-
ðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è èõ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Èòàê, Ïóàññîíîì áûë ñäåëàí âàæíûé øàã â íàóêå � îí ââåë â íàó÷-
íûé îáèõîä íîâîå ïîíÿòèå � ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó. Åãî ïåðâîíà÷àëüíûé
òåðìèí ¾âåùü¿ íå ïðèâèëñÿ è ñêîðî ïåðåñòàë óïîòðåáëÿòüñÿ. ×åáûøåâ â
ñâîèõ ìåìóàðàõ ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé óæå èñïîëüçóåò òåðìèí ¾âåëè÷è-
íà¿ è àâòîìàòè÷åñêè ñ÷èòàåò âñå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ñ êîòîðûìè èìååò
äåëî, íåçàâèñèìûìè. Â ðàáîòàõ æå Ëÿïóíîâà ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñè-
ñòåìàòè÷åñêè èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí ¾ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà¿ è âñþäó, ãäå ýòî
íåîáõîäèìî, îãîâàðèâàåòñÿ, ÷òî àâòîð èìååò äåëî ñ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àé-
íûìè âåëè÷èíàìè.

Îòìåòèì åùå îäíî îáñòîÿòåëüñòâî. Â ñàìîì íà÷àëå �4 ðàáîòû ¾Îá îäíîì
ïðåäëîæåíèè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé¿ Ëÿïóíîâ îïðåäåëèë ôóíêöèþ ðàñïðå-
äåëåíèÿ òî÷íî òàêæå, êàê ìû äåëàåì ýòî òåïåðü. Îí ïðèâåë â ýòîé ðàáîòå
øèðîêî èñïîëüçóåìóþ ôîðìóëó

P(a ≤ ξ ≤ b) = F (b)− F (a).

Ïîëåçíî çàìåòèòü, ÷òî â òðàêòàòàõ ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé À. Ïóàíêàðå
(1854�1912) ¾Èñ÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòåé¿, Ý. Áåðòðàíà ¾Èñ÷èñëåíèå âåðîÿò-
íîñòåé¿, ×óáåðà ¾Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà¿ ïî-
íÿòèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íå ââîäèëîñü (êíèãè, èçäàííûå äî 1912 ã.)
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Îïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, äàííîå Ïóàññîíîì, òåïåðü óæå íå ìî-
æåò ñ÷èòàòüñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì. Ýòî ñêîðåå îïèñàíèå ðåàëüíîãî îáúåêòà
èçó÷åíèÿ, îáðàùåíèå ê èíòóèöèè, ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå æèòåéñêîãî è
íàó÷íîãî îïûòà. Ýòî îïèñàíèå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ è â íàøè äíè íà íà-
÷àëüíûõ ñòóïåíÿõ ïåäàãîãè÷åñêîãî ïðîöåññà, ñâÿçàííîãî ñ èçëîæåíèåì îñ-
íîâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Äàæå íåñëîæíûé ëîãè÷åñêèé àíàëèç ýòîãî îïðå-
äåëåíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî èç íåãî ñîâñåì íå ñëåäóåò ïðàâèëà äëÿ äåéñòâèé
íàä ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè � ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ è ïð. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèîáðåëà ñòàòóñ ïîëíîöåííîãî ìàòåìàòè-
÷åñêîãî ïîíÿòèÿ, åé íåîáõîäèìî äàòü ñòðîãî ôîðìàëèçîâàííîå îïðåäåëåíèå.
Ýòî áûëî ñäåëàíî â êîíöå äâàäöàòûõ ãîäîâ À. Í. Êîëìîãîðîâûì â íåáîëü-
øîé ñòàòüå, ïîñâÿùåííîé àêñèîìàòèêå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, à çàòåì â ïî-
äðîáíîñòÿõ èçëîæåíî â åãî çíàìåíèòîé êíèãå ¾Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé¿. Ïîäõîä Êîëìîãîðîâà ñòàë òåïåðü îáùåïðèíÿòûì, ïîñêîëüêó
îí ïîëíîöåííî âêëþ÷èë òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé â îáùèé ñòèëü ñîâðåìåííîãî
èçëîæåíèÿ, ïðèíÿòûé â ìàòåìàòèêå.

15. Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë

Çíàìåíèòàÿ òåîðåìà ß. Áåðíóëëè î ñáëèæåíèè ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà íà-
áëþäåíèé âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ A ñ ÷àñòîòîé åãî ïîÿâëåíèÿ ïîëó÷èëà ïåðâîå
îáîáùåíèå ëèøü â 1837 ã. â ðàáîòå Ñ. Ïóàññîíà ¾Èññëåäîâàíèÿ î âåðîÿòíî-
ñòÿõ â ðåøåíèè ñóäåáíûõ äåë óãîëîâíûõ è ãðàæäàíñêèõ¿. Èìåííî â ýòîì
ìåìóàðå îí ââåë ñàì òåðìèí ¾çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë¿.

Ïóàññîí ðàññìîòðåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé, â
êàæäîì èç êîòîðûõ ìîæåò ïîÿâèòüñÿ ñîáûòèå A, íî ñ âåðîÿòíîñòüþ pk,
çàâèñÿùåé îò íîìåðà èñïûòàíèÿ. Åñëè ÷åðåç µn îáîçíà÷èòü ÷èñëî ïîÿâëåíèé
ñîáûòèÿ A â n ïîñëåäîâàòåëüíûõ èñïûòàíèÿõ, òî ïðè ëþáîì ε > 0 èìååò
ìåñòî ñîîòíîøåíèå: ïðè n →∞

P
(∣∣∣∣µn

n
− p1 + p2 + . . . + pn

n

∣∣∣∣ < ε

)
→ 1.

Ïî ïîâîäó ýòîé òåîðåìû Ïóàññîíà â íåáîëüøîé çàìåòêå 1843 ã. ×åáûøåâ
ïèñàë: ¾. . . êàê íè îñòðîóìåí ñïîñîá, óïîòðåáëåííûé çíàìåíèòûì ãåîìåò-
ðîì, îí íå äîñòàâëÿåò ïðåäåëà ïîãðåøíîñòè, êîòîðóþ ïóñêàåò ýòîò ïðèáëè-
æåííûé àíàëèç, è âñëåäñòâèå òàêîé íåèçâåñòíîñòè âåëè÷èíû ïîãðåøíîñòè
äîêàçàòåëüñòâî íå èìååò íàäëåæàùåé ñòðîãîñòè¿ (×åáûøåâ Ï. Ë., Ñîáð.
ñî÷. � ÀÍ ÑÑÑÐ, 1947 � Ò. II � c. 14). Îöåíêó ÷èñëà n, äëÿ êîòîðîãî ïðè
çàäàííûõ ε è η èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

P
(∣∣∣∣µn

n
− p1 + p2 + . . . + pn

n

∣∣∣∣ < ε

)
> 1− η,

×åáûøåâ óêàçàë â ýòîé çàìåòêå.
Êàê íè èíòåðåñíû ýòè ðåçóëüòàòû, îíè íå âíåñëè â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé

ñóùåñòâåííîãî ïðîãðåññà, ïîñêîëüêó â èäåéíîì ïëàíå îíè íå âûõîäèëè çà
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ïðåäåëû êîíöåïöèè ß. Áåðíóëëè. Ñóùåñòâåííûé ñäâèã â ýòîì íàïðàâëåíèè
ñâÿçàí ñ ðàáîòîé Ï. Ë. ×åáûøåâà ¾Î ñðåäíèõ âåëè÷èíàõ¿ (1867), îïóáëè-
êîâàííîé îäíîâðåìåííî íà ðóññêîì è ôðàíöóçñêîì ÿçûêàõ. Â ýòîé ðàáîòå
îí ïåðåøåë îò ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé ê ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì è
òåì ñàìûì ïåðåíåñ öåíòð òÿæåñòè èíòåðåñîâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ê èçó÷å-
íèþ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Íóæíî çàìåòèòü, ÷òî ×åáûøåâ íå óïîìèíàë, ÷òî
îí èíòåðåñóåòñÿ òîëüêî íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, à, ñîãëàñ-
íî òðàäèöèÿì òîãî âðåìåíè, ñ÷èòàë, ÷òî äðóãèõ âåëè÷èí íå ðàññìàòðèâàþò.
Òåîðåìà ×åáûøåâà òåïåðü èçëàãàåòñÿ âî âñåõ ó÷åáíèêàõ òåîðèè âåðîÿòíî-
ñòåé. Îíà íåîäíîêðàòíî ïîçäíåå ñëóæèëà èñòî÷íèêîì îáîáùåíèé.

Â 1909 ã. Ý. Áîðåëü äëÿ p = 0.5 ïîêàçàë, ÷òî â ñëó÷àå ñõåìû Áåðíóë-
ëè èìååò áîëåå ñèëüíîå ïðåäëîæåíèå, ÷åì çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë. Èìåííî,
îí äîêàçàë, à â 1917 ã. ýòî ïðåäëîæåíèå íà ïðîèçâîëüíîå p ðàñïðîñòðàíèë
èòàëüÿíñêèé ìàòåìàòèê Êàíòåëëè, ÷òî

P
(

lim
n→∞

µn

n
= p

)
= 1.

Ýòî ïðåäëîæåíèå ïîëó÷èëî íàèìåíîâàíèå óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷è-
ñåë. Øèðîêîå îáîáùåíèå óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë áûëî äàíî
À. Í. Êîëìîãîðîâûì â ðàáîòå 1930 ã., à òàêæå â 1934 ã. â åãî ìîíîãðàôèè
¾Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé¿ (1932 ã.).

Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷è-
ñåë áûëè íàéäåíû â ðÿäå ðàáîò Þ. Â. Ïðîõîðîâà 1958�1959 ã. (ñì. ¾Îá óñè-
ëåííîì çàêîíå áîëüøèõ ÷èñåë¿, Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ, ñåð. ìàòåì. 14, 6. 1958;
¾Íåñêîëüêî çàìå÷àíèé ê óñèëåííîìó çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë¿, Òåîðèÿ âåðî-
ÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ, ò. IV, âûï. 2, 215�220, 1959).

Â 1935 ã. À. ß. Õèí÷èí ââåë íîâîå ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíîé óñòîé÷èâî-
ñòè ñóìì, êîòîðîå äîëæíî áûëî äàòü ìàêñèìàëüíî îáùóþ ôîðìó çàêîíà
áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïðî ñóììû Sn =
ξ1 + ξ2 + . . . + ξn ãîâîðÿò, ÷òî îíè îòíîñèòåëüíî óñòîé÷èâû, åñëè ìîæíî
íàéòè òàêèå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû An > 0, ÷òî ïðè ëþáîì ε > 0 è
n →∞ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

P
(∣∣∣∣ Sn

An
− 1

∣∣∣∣ > ε

)
→ 0.

Â ñëó÷àå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ âåëè÷èí ξn Õèí÷èíó óäàëîñü íàé-
òè íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ îòíîñèòåëüíîé óñòîé÷èâîñòè
ñóìì Sn. Ó÷åíèê À. ß. Õèí÷èíà À. À. Áîáðîâ ðàñïðîñòðàíèë ýòîò ðåçóëüòàò
íà ñëó÷àé ðàçíîðàñïðåäåëåííûõ ñëàãàåìûõ.

Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë ðàññìàòðèâàëñÿ âïëîòü äî 1939 ã. êàê îñîáàÿ ïðå-
äåëüíàÿ òåîðåìà è ðàññìàòðèâàëñÿ îáîñîáëåííî îò îñòàëüíûõ ïðåäåëüíûõ
òåîðåì äëÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Â ðàáîòå Á. Â. Ãíå-
äåíêî, î êîòîðîé ðå÷ü ïîéäåò â �17, çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë áûë âêëþ÷åí â
îáùóþ òåîðèþ ïðåäåëüíûõ òåîðåì, êîãäà ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò
åäèíñòâåííóþ òî÷êó ðîñòà â íóëå. Òî÷íî òàêæå òåîðåìû îá îòíîñèòåëüíîé

49



óñòîé÷èâîñòè ñóìì ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè äëÿ òîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ïðåäåëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ðîñòà ïðè x = 1.

Ñóùåñòâåííîå ðàñøèðåíèå ïðîáëåìàòèêè, ñâÿçàííîé ñ çàêîíîì áîëüøèõ
÷èñåë, áûëî îñóùåñòâëåíî Â. È. Ãëèâåíêî â ðàáîòàõ, îòíîñÿùèõñÿ ê 1929�
1933 ãã., êîãäà îí íà÷àë ðàññìàòðèâàòü ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ñî çíà÷åíèÿìè â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïîæàëóé, âåð-
øèíîé åãî ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿåòñÿ çàìå÷àòåëüíàÿ òåîðåìà î ñõîäèìîñòè ýìïè-
ðè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé ê èñòèííîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Òåîðåìà Ãëèâåíêî, ñðàçó æå ïîñëå åå îïóáëèêîâàíèÿ,
áûëà íàçâàíà Êàíòåëëè îñíîâíîé òåîðåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè.

Òåîðåìà Ãëèâåíêî íåîäíîêðàòíî îáîáùàëàñü. Â ýòîì íàïðàâëåíèè ðàáî-
òàëî áîëüøîå ÷èñëî èññëåäîâàòåëåé, ñðåäè êîòîðûõ îòìåòèì ëèøü ôðàí-
öóçñêèõ ó÷åíûõ Ð. Ôîðòå è Ý. Ìóðüå.

16. Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà Ìóàâðà î ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé öåíòðèðîâàííîãî è íîðìèðî-
âàííîãî ÷èñëà ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ A â n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ, â êàæäîì
èç êîòîðûõ ñîáûòèå A ìîæåò íàñòóïèòü ñ îäíîé è òîé æå âåðîÿòíîñòüþ p,
ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ äîëãîå âðåìÿ ñëóæèëà îáðàçöîì äëÿ ïîñëå-
äóþùèõ îáîáùåíèé. Ïîæàëóé, ïåðâîå îáîáùåíèå ïðèíàäëåæèò Ëàïëàñó è
óæå ôîðìóëèðóåòñÿ êàê ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí ξk, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà îò-
ðåçêå [−h, h]. Ýòî áûëî ñäåëàíî â ðàáîòå �M�emoire sur les approximation
des formules qui sont fonctions de tr�es grands nombres et sur leur application
aux probabilit�es� (1809). Ëàïëàñ â íåì ðàññìàòðèâàë äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû ñ óâåëè÷èâàþùèìñÿ ÷èñëîì âîçìîæíûõ çíà÷åíèé. Ýòèì ñàìûì
äàâàëàñü àïïðîêñèìàöèÿ íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíûì. Ëàïëàñ
äîêàçàë, ÷òî äëÿ êàæäîãî s èìååò ìåñòî òàêîé ðåçóëüòàò:

lim
n→∞

P
(
−s ≤ Sn√

n
≤ s

)
=

2
√

3
h
√

2π

∫ s

0

e−
x2

2σ2 dx,

ãäå

Sn =
n∑

k=1

ξk, σ2 = h2/3.

Çàñëóæèâàåò âíèìàíèÿ òîò ôàêò, ÷òî Ëàïëàñ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòî-
ãî ðåçóëüòàòà èñïîëüçîâàë ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé, êîòîðûé,
åñòåñòâåííî, òàê òîãäà åùå íå íàçûâàëñÿ.

Ñóùåñòâåííîå ïðîäâèæåíèå èññëåäîâàíèé ïî ïðåäåëüíîé òåîðåìå ñâÿ-
çàíî ñ èìåíåì Ïóàññîíà. Â çíàìåíèòîì ìåìóàðå 1837 ã. �Recherches sur la
probabilit�e des jujements. . . � îí ðàññìîòðåë ñõåìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçà-
âèñèìûõ èñïûòàíèé ñ ðàçíûìè âåðîÿòíîñòÿìè ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ A â êàæ-
äîì èç èñïûòàíèé. Ïóñòü âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ A ïðè k-ì èñïûòàíèè
ðàâíà pk. Ïóàññîí äîêàçàë äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ëîêàëüíóþ òåîðåìó: Åñëè ðÿä
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∞∑
k=1

pk(1− pk) ðàñõîäèòñÿ, òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â n èñïûòàíèÿõ ñîáûòèå

ïîÿâèòñÿ m ðàç ðàâíà

P(m = np− θc
√

n) =
1

c
√

πn
e−θ2

− hθ

2c4n
√

π
(3 + 2θ2)e−θ2

,

ãäå

p =
1
n

n∑
k=1

pk, c2 = 2
n∑

k=1

pk(1− pk), h =
4
3n

n∑
k=1

(2pk − 1)pk(1− pk).

Â òîé æå êíèãå Ïóàññîí äàë îøèáî÷íîå îáîáùåíèå ýòîé òåîðåìû íà
ñóììû ïðîèçâîëüíûõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ êîíå÷-
íûå äèñïåðñèè, ïðè óñëîâèè èõ öåíòðèðîâàíèÿ ñóììàìè ìàòåìàòè÷åñêèõ
îæèäàíèé è íîðìèðîâàíèÿ êîðíåì êâàäðàòíûì èç ñóììû äèñïåðñèé ñëàãà-
åìûõ.

Ñïðàâåäëèâîñòè ðàäè ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå îäèíàêî-
âîé ðàñïðåäåëåííîå ñëàãàåìûõ ýòà òåîðåìà âåðíà, îäíàêî ñòðîãîå åå äîêà-
çàòåëüñòâî ïðèøëî çíà÷èòåëüíî ïîçäíåå è ñâÿçàíî ñ èìåíàìè Ëèíäåáåðãà,
Ôåëëåðà è Õèí÷èíà.

Çàìåòèì, ÷òî êàê ðàáîòû Ëàïëàñà, òàê è ðàáîòû Ïóàññîíà è âñåõ ïîñëå-
äóþùèõ èññëåäîâàòåëåé, çàíèìàâøèõñÿ öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìîé,
áûëè íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíû ñ òåîðèåé îøèáîê èçìåðåíèé. È âî âñåõ ðà-
áîòàõ ãîâîðèëîñü íå î ñëîæåíèè àáñòðàêòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, à î ñëî-
æåíèè îøèáîê. Ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå îò ýòîé òðàäèöèè îòîøåë ×åáûøåâ.

Èíòåðåñ ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ â íà÷àëå XIX âåêà âîçðîñ â ñâÿ-
çè ñ ïîÿâëåíèåì çíàìåíèòûõ èññëåäîâàíèé Ëåæàíäðà è Ãàóññà ïî ôîð-
ìóëèðîâêå è îáîñíîâàíèþ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ô. Â. Áåññåëü
åùå â 1818 ã. â ðàáîòå �Fundamenta Astronoraiae pro anno 1755 deducta ex
observationibus viri incomportabilis James Bradley in specula Grenovicensi pro
annis 1750�1762 institutis� çàìåòèë, ÷òî íàáëþäåíèÿ ãðèíâè÷ñêîãî àñòðîíîìà
Áðýäëè ïðåêðàñíî óêëàäûâàþòñÿ â ñõåìó íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Îáú-
ÿñíåíèå, êîòîðîå îí ïðåäëîæèë ýòîìó ôàêòó, ñîâïàäàåò ñ èäååé, êîòîðóþ
ïåðåä ýòèì â òå÷åíèå òðèäöàòè ëåò âûíàøèâàë Ëàïëàñ: ðåçóëüòèðóþùàÿ
áîëüøîãî ÷èñëà ñëó÷àéíûõ âîçäåéñòâèé, êàæäîå èç êîòîðûõ îêàçûâàåòñÿ
ìàëûì ïî ñðàâíåíèþ ñ ñóììîé îñòàëüíûõ, ïîä÷èíÿåòñÿ îáùåìó çàêîíó è
ýòîò îáùèé çàêîí äîëæåí áûòü íîðìàëüíûì. Ýòó ìûñëü â ñîâåðøåííî îò-
÷åòëèâîé ôîðìå ïîâòîðèë Áåññåëü òàêæå â ðàáîòå 1838 ã. (Untersuchungen
�uber die Wahrscheinlichkeit der Beobachmngsfehler// Astr. Nachi. � 1838. �
p. 231). Ñïðàâåäëèâîñòè ðàäè ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî Áåññåëü îáðàòèë âíèìà-
íèå íà òî, ÷òî ýòî ïðàâèëî íå ÿâëÿåòñÿ âñåîáùèì è ìîãóò ó îøèáîê íàáëþ-
äåíèé âñòðå÷àòüñÿ äðóãèå, îòëè÷íûå îò íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Òàê,
åñëè ïðè èçìåðåíèè óãëîâ îäèí èñòî÷íèê îøèáîê ïðåâàëèðóåò íàä âñåìè
îñòàëüíûìè, òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðåçóëüòèðóþùåé îøèáêè ìîæåò
áûòü f(x) = 1

π
√

a2−x2 .

Òà æå êîíöåïöèÿ îáîñíîâàíèÿ íîðìàëüíîãî çàêîíà, êàê çàêîíà ðàñïðå-
äåëåíèÿ îøèáîê, äâàæäû âñòðå÷àåòñÿ â èçâåñòíîì ó÷åáíèêå À. Ïóàíêàðå
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�Calcul des probabilit�es� (Paris, 1912). Ïåðâûé ðàç â êîíöå �140 îí ïèñàë, ÷òî
¾îøèáêà, ñâÿçàííàÿ ñ èíñòðóìåíòîì, åñòü ðåçóëüòèðóþùàÿ î÷åíü áîëüøî-
ãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ îäíà îò äðóãîé îøèáîê, òàêèõ, ÷òî êàæäàÿ èç íèõ
ïðèíîñèò ëèøü ñëàáóþ äîëþ â ðåçóëüòàò; ðåçóëüòèðóþùàÿ îøèáêà ñëåäóåò
çàêîíó Ãàóññà¿. Çàòåì â ñàìîì íà÷àëå �144 áûë ïîäâåäåí ñëåäóþùèé èòîã:

¾Ðåçþìèðóÿ, ïðåäïîëîæèì, ÷òî îêîí÷àòåëüíàÿ îøèáêà áóäåò ðåçóëüòè-
ðóþùåé î÷åíü áîëüøîãî ÷èñëà ÷àñòûõ ïîãðåøíîñòåé, íåçàâèñèìûõ äðóã îò
äðóãà, è ÷òî íåò îøèáîê ñèñòåìàòè÷åñêèõ; ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ýòè
îøèáêè áóäóò èìåòü ïðèáëèçèòåëüíî îäèí è òîò æå ïîðÿäîê âåëè÷èíû, âíî-
ñÿ êàæäàÿ â îáùèé ðåçóëüòàò ëèøü íåçíà÷èòåëüíóþ äîëþ. Â ýòîì ñëó÷àå
ðåçóëüòèðóþùàÿ îøèáêà ñëåäóåò ïðèáëèçèòåëüíî çàêîíó Ãàóññà.

Òàêîé, ìíå êàæåòñÿ, ëó÷øèé äîâîä, êîòîðûé ìîæíî äàòü â ïîëüçó çàêîíà
Ãàóññà¿.

Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî âñå ýòè èäåè íîñÿò ëèøü êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð è
íóæäàþòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîì îôîðìëåíèè è ïîñëåäóþùåì äîêàçàòåëüñòâå
ñòðîãèõ òåîðåì.

Âòîðîé òîë÷îê, êîòîðûé âûçâàë äîïîëíèòåëüíûé èíòåðåñ ê ïðåäåëüíûì
òåîðåìàì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, áûëà ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà, íà÷àëà êîòî-
ðîé áûëè ïîñòðîåíû â ñåðåäèíå XIX âåêà. Ïåðâûé îáùèé ðåçóëüòàò â ýòîì
íàïðàâëåíèè áûë ñôîðìóëèðîâàí â 1887 ã. â ðàáîòå ¾Î äâóõ òåîðåìàõ îòíî-
ñèòåëüíî âåðîÿòíîñòåé¿ Ï. Ë. ×åáûøåâà. Ñôîðìóëèðîâàííàÿ ×åáûøåâûì
òåîðåìà çâó÷èò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Åñëè ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ âåëè÷èí u1, u2, . . . ðàâíû 0, à ìàòåìàòè-
÷åñêèå îæèäàíèÿ âñåõ èõ ñòåïåíåé èìåþò ÷èñëîâóþ âåëè÷èíó íèæå êàêîãî-
ëèáî ïðåäåëà, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñóììà u1 + u2 + . . . + un, äåëåííàÿ
íà êâàäðàòíûé êîðåíü èç óäâîåííîé ñóììû ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé èõ
êâàäðàòîâ, çàêëþ÷àåòñÿ ìåæäó äâóìÿ êàêèìè-íèáóäü ïðåäåëàìè t è t′ ñ

âîçðàñòàíèåì n äî ∞ èìååò ïðåäåëîì èíòåãðàë 1√
π

t′∫
t

e−z2
dz.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ×åáûøåâûì áûë ðàçðàáîòàí
âåñüìà ñèëüíûé ìåòîä, ïîëó÷èâøèé íàèìåíîâàíèå ìåòîäà ìîìåíòîâ è ÿâ-
ëÿþùèéñÿ îäíèì èç êðóïíåéøèõ äîñòèæåíèé íàóêè òîãî âðåìåíè. Îäíàêî
â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû è â åå äîêàçàòåëüñòâå áûë äîïóùåí ðÿä ïðîìàõîâ,
êîòîðûå ñðàçó æå âçÿëñÿ èñïðàâèòü ó÷åíèê Ï. Ë. ×åáûøåâà À. À. Ìàð-
êîâ. Êðèòèêà ìåìóàðà ×åáûøåâà ñîäåðæèòñÿ â ïèñüìàõ Ìàðêîâà ê ïðî-
ôåññîðó Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà À. Â. Âàñèëüåâó, êîòîðûé ñ÷åë íåîáõîäè-
ìûì îïóáëèêîâàòü åå â 1898 ã. (¾Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë è ìåòîä íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ¿). Â ýòèõ ïèñüìàõ Ìàðêîâûì áûëà ñîâåðøåííî ñòðîãî äîêàçàíà
íåñêîëüêî èñïðàâëåííàÿ òåîðåìà ×åáûøåâà:

Åñëè Sn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóìì u1 + u2 + . . . + un, è Φn(x) � èõ
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, òî èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ïðè ëþáîì öåëîì ïîëî-
æèòåëüíîì k èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ∫ ∞

−∞
xk dΦn(x) → 1√

2π

∫ ∞

−∞
xke−x2/2 dx
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âûòåêàåò, ÷òî ïðè ëþáûõ a è b èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

P
(

a <
Sn

VarSn
< b

)
→ 1√

2π

∫ b

a

e−x2/2 dx.

Ìåòîä ìîìåíòîâ, êîòîðûì ðàáîòàë ×åáûøåâ, òîðæåñòâîâàë ïîáåäó. Áû-
ëà äîêàçàíà ñèëüíàÿ è, êàçàëîñü áû, îêîí÷àòåëüíàÿ òåîðåìà. Íåêîòîðóþ
íåóäîâëåòâîðåííîñòü ïðèíîñèëî òîëüêî òî, ÷òî äëÿ ïðîñòîãî ðåçóëüòàòà òðå-
áîâàëîñü âûïîëíåíèå ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà óñëîâèé. Íåîæèäàííî â íåñêîëü-
êèõ ïóáëèêàöèÿõ A. M. Ëÿïóíîâà íà ïðîòÿæåíèè 1900 è 1901 ãã. áûëî îáíà-
ðóæåíî, ÷òî îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî ïðè âûïîëíåíèè òîëü-
êî îäíîãî î÷åíü ïðîñòîãî óñëîâèÿ, êîòîðîå, âäîáàâîê, âûÿñíÿëî ñìûñë òåõ
ïðåäïîëîæåíèé, êîòîðûå äîëæíû ïðèâîäèòü ê ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé
íîðìèðîâàííûõ è öåíòðèðîâàííûõ ñóìì ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ.

Ñíà÷àëà Ëÿïóíîâ ïîêàçàë, ÷òî åñëè âåëè÷èíû èìåþò êîíå÷íûå òðåòüè

ìîìåíòû ck = E|ξk − ak|3, Cn =
n∑

k=1

ck, B2
n =

n∑
k=1

Var ξk è îòíîøåíèå Cn/B3
n

ïðè n>∞ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ôóíêöèé ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñóìì Sn ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ.

Íà ñëåäóþùèé ãîä Ëÿïóíîâ æå îáíàðóæèë, ÷òî äëÿ îêîí÷àòåëüíîãî ðå-
çóëüòàòà íå îáÿçàòåëüíî òðåáîâàòü ñóùåñòâîâàíèÿ òðåòüèõ ìîìåíòîâ ñëà-
ãàåìûõ. Äîñòàòî÷íî, åñëè ñóùåñòâóþò ìîìåíòû íåêîòîðîãî ïîðÿäêà 2 + δ,
ãäå δ > 0. Ëÿïóíîâ ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ñõîäèìîñòè íîðìèðîâàííûõ êîðíåì
èç äèñïåðñèè ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëàãàåìûõ ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ
äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ: ïóñòü ck = E|ξk − ak|2+δ,

Cn =
n∑

k=1

ck, îòíîøåíèå Cn/B2+δ
n äîëæíî ñ ðîñòîì n ñòðåìèòüñÿ ê 0.

Ëÿïóíîâ ñäåëàë íåñêîëüêî áîëüøåå: îí îöåíèë ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ê
ïðåäåëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñóìì. Ïîðÿäîê ýòîé
îöåíêè îêàçàëñÿ ðàâíûì n−1/2 lnn.

Òî÷íî òàêæå â óïîìÿíóòîé ñòàòüå ×åáûøåâà, ïîìèìî ïðåäëîæåíèÿ î
ñõîäèìîñòè ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, áûëî äàíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàç-
ëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì

√
n−1.

Îáùíîñòü ðåçóëüòàòîâ Ëÿïóíîâà ïðîèçâåëà îãðîìíîå âïå÷àòëåíèå íà ñî-
âðåìåííèêîâ. Ïî-âèäèìîìó, èìåííî â òó ïîðó è ïîÿâèëñÿ òåðìèí ¾öåíòðàëü-
íàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà¿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ óñëîâèé ñõîäèìîñòè ôóíêöèé
ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàííûõ è öåíòðèðîâàííûõ ìàòåìàòè÷åñêèìè îæè-
äàíèÿìè ñóìì ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Ìàðêîâ ïîäîøåë ê ðåçóëü-
òàòàì Ëÿïóíîâà ñ äàëåêî èíûõ ïîçèöèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîëåçíî ïðèâåñòè
ïîäëèííûå ñëîâà Ìàðêîâà: ¾Îáùíîñòü âûâîäîâ â ïîñëåäíåé ðàáîòå Ëÿïóíî-
âà äàëåêî ïðåâçîøëà òó, êîòîðàÿ áûëà äîñòèãíóòà ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêèõ
îæèäàíèé. Äîñòèãíóòü ñòîëü îáùèõ âûâîäîâ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêèõ îæè-
äàíèé êàçàëîñü äàæå íåâîçìîæíûì, èáî îí îñíîâàí íà ðàññìîòðåíèè òàêèõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé â íåîãðàíè÷åííîì ÷èñëå, ñóùåñòâîâàíèå êîòî-
ðûõ â ñëó÷àÿõ Ëÿïóíîâà íå ïðåäïîëàãàåòñÿ.

Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïîêîëåáëåííîãî òàêèì îáðàçîì çíà÷åíèÿ ìåòîäà ìà-
òåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé íåîáõîäèìî áûëî âûÿñíèòü, ÷òî âûøåóïîìÿíóòû-
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ìè ðàáîòàìè îí íå èñ÷åðïàí äî êîíöà¿. Ìàðêîâ â 1908 ã. âûñòóïèë ñ çàìå-
÷àòåëüíîé èäååé � óðåçàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ýòîò ïðèåì äàë âîçìîæ-
íîñòü äîêàçàòü ïðåäåëüíóþ òåîðåìó â óñëîâèÿõ Ëÿïóíîâà ìåòîäîì ìîìåí-
òîâ èëè, êàê ãîâîðèë Ìàðêîâ, ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé. Èäåÿ
óðåçàíèÿ ïðî÷íî âîøëà â æèçíü òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Äàëüíåéøàÿ ñóäüáà öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû òàêîâà: â 1922 ã.
ôèíñêîìó ìàòåìàòèêó Ëèíäåáåðãó óäàëîñü ïîéòè äàëüøå Ëÿïóíîâà è îòêà-
çàòüñÿ îò ïðåäïîëîæåíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äàæå êàêèõ-ëèáî ìîìåíòîâ, êðîìå
âòîðûõ. À èìåííî, îí äîêàçàë, ÷òî åñëè ïðè ëþáîì τ > 0 èìååò ìåñòî ñîîò-
íîøåíèå

lim
n→∞

1
Bn

n∑
k=1

∫
|x−ak|>τBn

(x− ak)2 dFk(x) = 0,

òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóìì öåíòðèðîâàííûõ ìàòåìàòè÷åñêèìè îæè-
äàíèÿìè è íîðìèðîâàííûõ êîðíåì êâàäðàòíûì èç ñóììû äèñïåðñèé ñëàãà-
åìûõ ñõîäÿòñÿ ê ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ.

×åðåç 12 ëåò Â. Ôåëëåð ïîêàçàë, ÷òî óñëîâèå Ëèíäåáåðãà ÿâëÿåòñÿ è
íåîáõîäèìûì â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñëàãàåìûå ðàâíîìåðíî ìàëû.

ßñíî, ÷òî èç òåîðåìû Ëèíäåáåðãà â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷àåòñÿ äàâíî
îæèäàâøèéñÿ ðåçóëüòàò: åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íåçàâèñèìû, îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåíû è èìåþò êîíå÷íóþ äèñïåðñèþ, îòëè÷íóþ îò 0, òî ê ñóììàì
òàêèõ âåëè÷èí ïðèìåíèìà öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà òåîðèè âåðîÿò-
íîñòåé.

Â ðàáîòå 1927 ã. Ñ. Í. Áåðíøòåéí ðàññìîòðåë íåñêîëüêî áîëåå îá-
ùóþ çàäà÷ó: èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . . îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ íå ïðåäïîëàãàåòñÿ íè ñóùåñòâîâà-
íèÿ äèñïåðñèé, íè ñóùåñòâîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé. Ñïðàøèâàåò-
ñÿ: êîãäà ìîæíî ïîäûñêàòü òàêèå ïîñòîÿííûå Bn > 0 è An, ÷òî ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ ñóìì ñõîäÿòñÿ ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ?

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ýòîé çàäà÷è áûëè íàéäåíû Áåðíøòåéíîì â
òîé æå ðàáîòå 1927 ã.; ÷åðåç âîñåìü ëåò Ôåëëåð ïîêàçàë, ÷òî ýòè óñëîâèÿ
íå òîëüêî äîñòàòî÷íû, íî è íåîáõîäèìû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñëàãàåìûå
ðàâíîìåðíî ìàëû â ñìûñëå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Â òîì æå 1935 ã. íåçàâèñèìî îäèí îò äðóãîãî À. ß. Õèí÷èí è Ï. Ëåâè
â ïîñòàíîâêå Ñ. Í. Áåðíøòåéíà íàøëè íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
ñõîäèìîñòè ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñóìì
íåçàâèñèìûõ, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Åùå â 1926 ã. â ñïåöèàëüíîì êóðñå ïî ïðåäåëüíûì òåîðåìàì À. ß. Õèí-
÷èí çàäàë ñëåäóþùèé âîïðîñ: èìååòñÿ ëè ñâÿçü ìåæäó çàêîíîì áîëüøèõ
÷èñåë è öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìîé? Îòâåò áûë íàéäåí Ä. À. Ðàé-
êîâûì è À. À. Áîáðîâûì, êîòîðûå äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó: ÷òîáû
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñóìì

ξ1 + . . . + ξn −An

Bn
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ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå äåéñòâèòåëüíûõ ïîñòîÿííûõ Bn > 0 è An ñõîäè-
ëèñü ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ÷òîáû ñóììû

(ξ1 − a1)2 + (ξ2 − a2)2 + . . . + (ξn − an)2

áûëè îòíîñèòåëüíî óñòîé÷èâû, an =
ε∫
−ε

x dFn(x), ε > 0 � ïðîèçâîëüíî.

Èññëåäîâàíèå âîïðîñîâ ñõîäèìîñòè ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ê íîðìàëü-
íîìó çàêîíó íå îêîí÷èëèñü è â íàøè äíè, íî òåïåðü èññëåäóþòñÿ äðóãèå
âîïðîñû: áûñòðîòà ñõîäèìîñòè ê ïðåäåëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, ñõîäèìîñòü
ñëó÷àéíîãî ÷èñëà ñëó÷àéíûõ ñëàãàåìûõ, ñóììèðîâàíèå íåðàâíîìåðíî ìà-
ëûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

17. Îáùèå ïðåäåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñóìì

Åñòåñòâåííûé âîïðîñ î òîì, êàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ âîîáùå âîçìîæíû â êà-
÷åñòâå ïðåäåëüíûõ äëÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïðè óñëî-
âèè, ÷òî îíè ïðèìåðíî îäèíàêîâû ïî âåëè÷èíå, âîçíèê òîëüêî â äâàäöàòûå-
òðèäöàòûå ãîäû XX âåêà. Ðàíüøå âî âñåé îáùíîñòè ýòîò âîïðîñ íå âîçíèêàë,
õîòÿ ÷àñòíûå ðåçóëüòàòû ïî ýòîìó ïîâîäó è ïîÿâëÿëèñü. Â ýòîì îòíîøå-
íèè çàñëóæèâàåò óïîìèíàíèÿ ìåìóàð Ñ. Ïóàññîíà ¾Î âåðîÿòíîñòè ñðåäíèõ
ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé¿, â êîòîðîì, ïîëüçóÿñü àïïàðàòîì õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèõ ôóíêöèé, îí âûâåë ðàñïðåäåëåíèå ñóììû áîëüøîãî ÷èñëà íåçàâè-
ñèìûõ îøèáîê íàáëþäåíèé è ðàññìîòðåë ðàñïðåäåëåíèå, êîòîðîå ïîëó÷è-
ëî âïîñëåäñòâèè íàçâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè. Äëÿ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
Ïóàññîí íàøåë ïëîòíîñòü

f(x) =
1

π(1 + x2)

è äîêàçàë, ÷òî îíî îáëàäàåò äâóìÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå îøèáîê íàáëþäåíèé, ðàñïðåäåëåííûõ ïî çà-

êîíó Êîøè, èìååò òî æå ðàñïðåäåëåíèå, ÷òî è êàæäîå ñëàãàåìîå;
2) äëÿ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷íîñòü íå ïîâûøàåòñÿ îò òîãî, ÷òî áåðåòñÿ

ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ðåçóëüòàòîâ íåñêîëüêèõ íàáëþäåíèé.
Ýòîò ìåìóàð áûë îïóáëèêîâàí â 1832 ã.
Íà òðèäöàòü ëåò ïîçäíåå, â 1853 ã. â ìåìóàðå ¾Î ñðåäíèõ ðåçóëüòàòàõ

íàáëþäåíèé òîé æå ïðèðîäû è î ðåçóëüòàòàõ íàèáîëåå âåðîÿòíûõ¿ Î. Êîøè
ïîëó÷èë õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ äëÿ âñåõ òåõ ðàñïðåäåëåíèé, äëÿ êî-
òîðûõ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû òîëüêî íà ìíîæèòåëü ïðè àðãóìåíòå
(êîýôôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ) îòëè÷àåòñÿ îò ðàñïðåäåëåíèÿ îòäåëüíûõ ñëàãà-
åìûõ. Êîøè íàøåë, ÷òî âñå òàêèå ôóíêöèè èìåþò âèä f(t) = exp(−tµ), ãäå
µ � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ïîçäíåå âûÿñíèëîñü, ÷òî f(t) òîãäà è òîëüêî
òîãäà ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé, êîãäà 0 < µ ≤ 2.

Ï. Ëåâè â êíèãå �Calcul des probabilit�e� (1925) â ãëàâå VI ¾Ýêñïîíåíöè-
àëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ¿ ïîñòðîèë ïåðâóþ òåîðèþ óñòîé÷èâûõ ðàñïðåäåëå-
íèé. Ýòà òåîðèÿ, åñòåñòâåííî ïðîäîëæàëà èññëåäîâàíèÿ Î. Êîøè, óéäÿ îò
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íèõ äàëåêî âïåðåä. Ïóñòü F (x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ è f(t) � åå õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Ðàñïðåäåëåíèå F (x) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì,
åñëè ïðè ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîñòîÿííûõ a1 è a2 íàéäåòñÿ òàêîå ïîëî-
æèòåëüíîå ïîñòîÿííîå a, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(a1t) · f(a2t) = f(at).

Â òåðìèíàõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàññìîòðåííûé êëàññ ðàñïðåäåëåíèé îá-
ëàäàåò ñëåäóþùèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñâîéñòâîì: åñëè ξ1 è ξ2 � íåçàâèñè-
ìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ îäíèì è òåì æå ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé,
a1 è a2 � ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, òî äëÿ êàæäîé ïàðû a1 è a2

íàéäåòñÿ òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî a, ÷òî ñóììà a1ξ1 + a2ξ2 èìååò òàêîå
æå ðàñïðåäåëåíèå êàê aξ1.

Ï. Ëåâè óêàçàë, ÷òî äëÿ óñòîé÷èâûõ ðàñïðåäåëåíèé ôóíêöèÿ f(t) èìååò
âèä exp[−c(1+iβ t

|t| |t|
α)], ãäå 0 < α ≤ 2. Ï. Ëåâè òàêæå ââåë ïîíÿòèå îáëàñòè

ïðèòÿæåíèÿ óñòîé÷èâîãî çàêîíà: ìíîæåñòâî âñåõ òåõ ðàñïðåäåëåíèé F (x),
äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íåçàâèñèìûõ è ðàñïðåäåëåííûõ ïî
ýòîìó çàêîíó ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì íîðìèðîâàíèè ñõî-
äÿòñÿ ê äàííîìó óñòîé÷èâîìó ðàñïðåäåëåíèþ.

Â 1935 ã. À. ß. Õèí÷èí ïîïîëíèë ïîíÿòèå óñòîé÷èâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ,
ââåäåííîãî Ï. Ëåâè, à èìåííî: îí ïðåäëîæèë íàçûâàòü óñòîé÷èâûìè òå
ðàñïðåäåëåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ëèíåéíàÿ ôîðìà a1ξ1 + a2ξ2 ïðè ïðîèçâîëü-
íûõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîñòîÿííûõ a1 è a2 èìååò òàêîå æå ðàñïðåäåëåíèå, êàê
aξ1 + b, ãäå a � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå, à b � âåùåñòâåííîå ïîñòîÿííîå.
Êëàññ óñòîé÷èâûõ â ñìûñëå Õèí÷èíà ðàñïðåäåëåíèé îêàçàëñÿ íåñêîëüêî
øèðå êëàññà Ï. Ëåâè.

Â 1939 ã. íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà Á. Â. Ãíåäåíêî è Â. Äåáëèí íàøëè
îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ óñòîé÷èâûõ ðàñïðåäåëåíèé. Óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè
îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ óñòîé÷èâîãî çàêîíà î÷åíü ïðîñòû è ñâîäÿòñÿ ê ïîâåäå-
íèþ ¾õâîñòîâ¿ ðàñïðåäåëåíèé � ïîâåäåíèþ èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè
áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò, ïðèíàäëåæàùèé Ï. Ëåâè è À. ß. Õèí÷èíó, ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü òàê: åñëè ξ1, ξ2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäèíàêîâî ðàñ-
ïðåäåëåííûõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, òî ñóììû

Sn =
ξ1 + . . . + ξn −An

Bn
(1)

ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå ïîñòîÿííûõ Bn > 0 è âåùåñòâåííûõ An ìîãóò ñõî-
äèòüñÿ òîëüêî ê óñòîé÷èâûì çàêîíàì ðàñïðåäåëåíèÿ. Êàæäûé óñòîé÷èâûé
çàêîí ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì äëÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñóìì (1).

Â çàìåòêå 1936 ã. Ï. Ëåâè è À. ß. Õèí÷èí äàëè îêîí÷àòåëüíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå óñòîé÷èâûõ ðàñïðåäåëåíèé ÷åðåç ëîãàðèôìû õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîé ôóíêöèè. ×òîáû ôóíêöèÿ ϕ(t) áûëà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé
óñòîé÷èâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, íåîáõîäèìî è äîcòàòî÷íî ñëåäóþùåå åå ïðåä-
ñòàâëåíèå:

lnϕ(t) = iγt− c|t|α
(

1 + iβ
t

|t|
ω(t, α)

)
,
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ãäå α, β, γ, c � âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå (−1 ≤ β ≤ 1, c ≥ 0, 0 < α ≤ 2) è

ω(t, α) =
{

tg πα
2 , α 6= 1,

2
π ln |t|, α = 1.

Ýòîò ðåçóëüòàò ïîëíîñòüþ çàâåðøèë èññëåäîâàíèÿ, êîòîðûå áûëè íà÷à-
òû Ïóàññîíîì è Êîøè.

Åñòåñòâåííûé âîïðîñ î êëàññå ïðåäåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé äëÿ ñóìì (1),
êîãäà ñëàãàåìûå ìîãóò áûòü ðàñïðåäåëåíû íå îäèíàêîâî, áûë ïîñòàâëåí
À. ß. Õèí÷èíûì â ïèñüìå ê Ï. Ëåâè. Âñêîðå îòâåò áûë íàéäåí Ï. Ëåâè. Ïî
ïðåäëîæåíèþ À. ß. Õèí÷èíà ýòîò êëàññ ðàñïðåäåëåíèé ïîëó÷èë íàèìåíî-
âàíèå êëàññà L. Íà ñëàãàåìûå ñóììû ξk/Bn ïðè ýòîì åñòåñòâåííî íàëîæèòü
òðåáîâàíèå: êàæäîå èç ñëàãàåìûõ îêàçûâàåò íà ñóììó íåçíà÷èòåëüíîå âëè-
ÿíèå. Ýòî òðåáîâàíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê: âåëè÷èíû ξk/Bn ïðåäåëüíî
ïîñòîÿííû, ò.å. äëÿ íèõ ìîæíî íàéòè òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñòîÿí-
íûõ mnk, ÷òî ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî k (1 ≤ k ≤ n) äëÿ ëþáîãî ε > 0
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

P
(∣∣∣∣ ξk

Bn
−mnk

∣∣∣∣ > ε

)
→ 0 ïðè n →∞.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî çàêîíîâ êëàññà L, íàéäåííîå Ï. Ëåâè, ñî-
ñòîèò â ñëåäóþùåì: ÷òîáû ôóíêöèÿ ϕ(t) áûëà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöè-
åé çàêîíà êëàññà L, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî óñëî-
âèÿ: ïðè êàæäîì α (0 < α ≤ 1) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ϕ(t) = ϕ(αt)fα(t),
ãäå fα(t) � íåêîòîðàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Íà ýòîì èñòîðèÿ âîïðîñà íå çàâåðøèëàñü, ïîñêîëüêó äëÿ ïîëíîãî çàâåð-
øåíèÿ ïðîáëåìàòèêè îñòàâàëîñü îòâåòèòü åùå íà îäèí âîïðîñ, ïîñòàâëåí-
íûé Á. Â. Ãíåäåíêî. Êàêîâû êëàññû âîçìîæíûõ ïðåäåëüíûõ ðàñïðåäåëå-
íèé, åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, dots, ξn, . . . ìîãóò áûòü ðàñïðåäåëåíû
òîëüêî ïî k ðàçëè÷íûì (1 ≤ k < ∞) ðàçëè÷íûì çàêîíàì ðàñïðåäåëåíèÿ
F1(x), F2(x), . . . , Fk(x)? Ïîëíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è áûëî äàíî â 1971 ã.
À. À. Çèíãåðîì.

Â ðàññìîòðåííîì êðóãå âîïðîñîâ áûëà èçó÷åíà åùå îäíà çàäà÷à: à ÷òî áó-
äåò, åñëè ðàññìàòðèâàòü ñóììû (1) îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ íåçàâèñèìûõ
ñëàãàåìûõ íå ïî âñåì çíà÷åíèÿì è, à òîëüêî ïî íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè? Êàêèå ïðåäåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ýòîì ìîãóò âñòðåòèòüñÿ?
Ýòîò âîïðîñ áûë ïîñòàâëåí À. ß. Õèí÷èíûì; îí æå äàë íà íåãî îòâåò: êëàññ
âîçìîæíûõ ïðåäåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé â òîëüêî ÷òî óêàçàííîì ñìûñëå ñîâ-
ïàäàåò ñ êëàññîì áåçãðàíè÷íî äåëèìûõ ðàñïðåäåëåíèé, â 1930 ã. ââåäåííûì
èòàëüÿíñêèì ìàòåìàòèêîì Áðóíî äå Ôèíåòòè è ïîäðîáíî èññëåäîâàííûì
À. Í. Êîëìîãîðîâûì, Ï. Ëåâè è À. ß. Õèí÷èíûì. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íà-
çûâàåòñÿ áåçãðàíè÷íî äåëèìîé, åñëè äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà n åå ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû n íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëà-
ãàåìûõ. Îòñþäà è íàçâàíèå ýòèõ âåëè÷èí.

Â 1933 ã. À. Í. Êîëìîãîðîâ âûñêàçàë ãèïîòåçó, ÷òî åñëè ñóììèðóþòñÿ
ïðèìåðíî ðàâíîïðàâíûå íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òî ïðè óâåëè÷å-
íèè ÷èñëà ñëàãàåìûõ èç ðàñïðåäåëåíèÿ áóäóò ïðèáëèæàòüñÿ ê áåçãðàíè÷íî
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äåëèìûì çàêîíàì è, ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ñóìì áóäóò ñõîäèòüñÿ ê ïðåäåëüíîìó, ýòîò ïðåäåëüíûé çàêîí îáÿçàòåëüíî
äîëæåí áûòü áåçãðàíè÷íî äåëèìûì. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñëàãàåìûå èìå-
þò êîíå÷íûå äèñïåðñèè, à äèñïåðñèè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñóìì îãðàíè÷åíû
ýòó ãèïîòåçó äîêàçàë ó÷åíèê À. Í. Êîëìîãîðîâà Ã. Ì. Áàâëè (1908�1941)
â 1934 ã. Â ïîëíîì îáúåìå ýòà ãèïîòåçà áûëà äîêàçàíà À. ß. Õèí÷èíûì ñ
ïðèâëå÷åíèåì äîâîëüíî ãðîìîçäêèõ àíàëèòè÷åñêèõ ñðåäñòâ ÷åðåç òðè ãîäà.
Îòïðàâëÿÿñü îò ýòîé ðàáîòû, Á. Â. Ãíåäåíêî ïîñòðîèë òåîðèþ ñóììèðîâà-
íèÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, îñíîâàííóþ íà ñðàâíèòåëüíî ëåãêî
äîêàçûâàåìîì ôàêòå: åñëè ñóììèðóþòñÿ ïðåäåëüíî ïîñòîÿííûå íåçàâèñè-
ìûå ñëàãàåìûå è ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ öåíòðèðîâàí-
íûõ ñóìì ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîìó ïðåäåëüíîìó, òî ìîæíî ïîñòðîèòü ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü áåçãðàíè÷íî äåëèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ êîòîðûõ ñáëèæàþòñÿ ñ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ ñóìì. Ýòè áåç-
ãðàíè÷íî äåëèìûå âåëè÷èíû ïîëó÷èëè íàçâàíèå ñîïðîâîæäàþùèõ. Èç ýòî-
ãî ïðåäëîæåíèÿ â êà÷åñòâå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ïîëó÷àëèñü òåîðåìû Áàâëè è
Õèí÷èíà. Êðîìå òîãî, ýòîò ïîäõîä äàâàë âîçìîæíîñòü ñîâåðøåííî ïðîçðà÷-
íî íàéòè óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé è óñëîâèÿ ñõî-
äèìîñòè ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñóìì ê ëþáîìó âîçìîæíîìó ïðåäåëüíîìó
ðàñïðåäåëåíèþ. Â ÷àñòíîñòè, áûëè íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ äëÿ çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë, äëÿ ñõîäèìîñòè ê íîðìàëüíîìó ðàñïðå-
äåëåíèþ, ðàñïðåäåëåíèþ Ïóàññîíà, óñòîé÷èâûì ðàñïðåäåëåíèÿì. Âåñü êðóã
ýòèõ âîïðîñîâ íàøåë îòðàæåíèå â ìîíîãðàôèè Á. Â. Ãíåäåíêî è À. Í. Êîë-
ìîãîðîâà ¾Ïðåäåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí¿ (1949).

Áîëüøîå ÷èñëî èññëåäîâàòåëåé ïðèñòóïèëî ê èçó÷åíèþ ïðåäåëüíîãî ïî-
âåäåíèÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ñëàãàåìûõ â ñëó÷àéíîì ÷èñëå. Ïåð-
âîíà÷àëüíî óñèëèÿ áûëè ñîñðåäîòî÷åíû òîëüêî íà óñëîâèÿõ ñõîäèìîñòè ê
íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ è âûïîëíèìîñòè çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë. Ïîçä-
íåå áûëè ïîñòàâëåíû âîïðîñû î êëàññå ïðåäåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé è îá
óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ýòó çàäà÷ó óäàëîñü
ðåøèòü â óñëîâèÿõ îäèíàêîâîé ðàñïðåäåëåííîñòè è íåçàâèñèìîñòè ñëàãàå-
ìûõ, à òàêæå íåçàâèñèìîñòè èíäåêñà ñóììèðîâàíèÿ îò ñëàãàåìûõ. Çàìåòèì
òàêæå, ÷òî ê ñàìîé ïîñòàíîâêå ýòèõ çàäà÷ ïðèâåëè âîïðîñû òåîðèè íàäåæ-
íîñòè è ôèçèêè. Îñíîâíàÿ òåîðåìà, îòíîñÿùàÿñÿ ê íàçâàííîé ïðîáëåìàòèêå,
ïîëó÷èëà íàèìåíîâàíèå òåîðåìû ïåðåíîñà.

18. Çàêîí ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà

Îò çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë âçÿëà íà÷àëî íîâàÿ ïðåäåëüíàÿ çàêîíîìåðíîñòü,
ïîëó÷èâøàÿ íàèìåíîâàíèå çàêîíà ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà. Ýòà òåîðåìà íå
ñòàâèò ïåðåä ñîáîé öåëè ðàçûñêàíèÿ ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, íî çàòî
ïåðåâîäèò çàäà÷ó ðàññìîòðåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñóìì ñîâñåì â íîâóþ îá-
ëàñòü, à èìåííî èçó÷àåò ïîâåäåíèå ýòèõ ñóìì âñåõ âìåñòå. Ìû âíà÷àëå ðàñ-
ñìîòðèì ýòó çàäà÷ó äëÿ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ � äëÿ ñõåìû Áåðíóëëè. Ýòî
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âïîëíå åñòåñòâåííî; òåì áîëåå, ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâóåò èñòîðè÷åñêîìó õîäó
èññëåäîâàíèé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç µn ÷èñëî ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ A â n íåçàâèñèìûõ èñ-
ïûòàíèÿõ è ðàññìîòðèì ðàçíîñòè Sn = µn − np. Â 1909 ã. Ý. Áîðåëü äàë
îáîáùåííóþ ôîðìóëèðîâêó çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë, ïîêàçàâ, ÷òî èìååò áî-
ëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå, à èìåííî

P(Sn/n → 0) = 1.

×åðåç ÷åòûðå ãîäà Ô. Õàóñäîðô (1868�1942) äîêàçàë, ÷òî èìååò ìåñòî åùå
áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå, à èìåííî, ÷òî ïðè ëþáîì ε > 0

P(Sn/
√

n1+ε → 0) = 1.

Ãîä ñïóñòÿ, Ã. Õàðäè (1877�1947) è Äæ. Ëèòâóä (1885�1977) îáíàðóæèëè
åùå áîëåå ñèëüíîå ïðåäëîæåíèå, ñîãëàñíî êîòîðîìó ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà
îòíîøåíèå |Sn|/

√
n lnn îñòàåòñÿ îãðàíè÷åííûì. Â 1922 ã. À. ß. Õèí÷èí äàë

äëÿ ðîñòà ñóìì Sn îöåíêó Sn = O(
√

n ln lnn). ×åðåç äâà ãîäà À. ß. Õèí÷èí
íàøåë îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò. Îêàçàëîñü, ÷òî

P
(

lim sup
n→∞

|Sn|√
2npq ln lnn

= 1
)

= 1.

Â 1926 ã. À. ß. Õèí÷èíó óäàëîñü ðàñïðîñòðàíèòü ýòîò ðåçóëüòàò íà ñëó-
÷àé ñõåìû Ïóàññîíà, ò.å. íà ñëó÷àé ïîñëåäîâàòåëüíûõ èñïûòàíèé ñ ïåðå-
ìåííîé âåðîÿòíîñòüþ ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ A.

Ðàáîòà À. Í. Êîëìîãîðîâà 1929 ã. çíà÷èòåëüíî ïåðåêðûâàëà ðåçóëüòàòû
À. ß. Õèí÷èíà, êîòîðûå ÿâëÿëèñü äëÿ íåå ïðîñòûìè ñëåäñòâèÿìè. Ýòèìè
ñëîâàìè ìû íå õîòèì ïðåóìåíüøèòü çíà÷åíèÿ ðàáîò À. ß. Õèí÷èíà, ïî-
ñêîëüêó îòêðûòü íîâóþ çàêîíîìåðíîñòü äàæå íà ïðîñòîì ñëó÷àå çàñëóæè-
âàåò ñàìîé âûñîêîé îöåíêè.

Ïóñòü èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξ1, ξ2, . . . âçàèìíî íåçàâèñèìûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ak = Eξk è äèñ-

ïåðñèè bk = Var ξk; Bn =
n∑

k=1

bk, Sn =
n∑

k=1

(ξk − ak). Åñëè ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ξk óäîâëåòâîðÿåò åùå äâóì óñëîâèÿì: ïðè n → ∞ 1) Bn → ∞;

2) |ξn| < mn = o
(√

Bn

ln ln Bn

)
, òî îíà óäîâëåòâîðÿåò çàêîíó ïîâòîðíîãî ëîãà-

ðèôìà, ò.å. äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

P
(

lim sup
n→∞

|Sn|√
2Bn ln lnBn

= 1
)

= 1.

Èíûìè ñëîâàìè áûëî âûñêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: â âûñêàçàí-
íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïðè ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ε è δ ìîæíî óêàçàòü ñòîëü
áîëüøîå öåëîå ÷èñëî N , ÷òî

1) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû ïðè îäíîì n > N âûïîëíèòñÿ íåðàâåí-
ñòâî

|Sn| > (1 + δ)
√

2Bn ln lnBn
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ìåíüøå ε è
2) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû äëÿ îäíîãî n > N áóäåò âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî

|Sn| > (1− δ)
√

2Bn ln lnBn

áîëüøå 1− ε.
Ïîçäíåå çàäà÷åé ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà çàíèìàëèñü ìíîãî÷èñëåííûå èñ-

ñëåäîâàòåëè � Ï. Ëåâè, Â. Ôåëëåð, Çèãìóíä è Ìàðöèíêåâè÷, Õàðòìàí,
Ò. À. Ñàðûìñàêîâ, Â. Â. Ïåòðîâ, Á. Â. Ãíåäåíêî è äð. Ñðåäè ìíîãèõ ïðå-
êðàñíûõ ðåçóëüòàòîâ ìû âûäåëèì ëèøü îäèí: åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
ξk îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è èìåþò êîíå÷íóþ äèñïåðñèþ (êîíå÷íî, îòëè÷-
íóþ îò íóëÿ), òî ýòî óñëîâèå äîñòàòî÷íî äëÿ âûïîëíåíèÿ çàêîíà ïîâòîðíîãî
ëîãàðèôìà. Êàê ïîêàçàë À. È. Ìàðòèêàéíåí, ýòîò ðåçóëüòàò äîïóñêàåò îá-
ðàùåíèå8

Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à áûëà ïîñòàâëåíà äëÿ óñòîé÷èâûõ ðàñïðåäåëåíèé,
îòëè÷íûõ îò íîðìàëüíîãî. Ïðè ýòîì âûÿñíèëîñü (Á. Â. Ãíåäåíêî), ÷òî äëÿ
ëþáîé íåóáûâàþùåé ôóíêöèè u(n) è äëÿ ëþáîãî óñòîé÷èâîãî çàêîíà ñ ïî-
êàçàòåëåì α (0 < α ≤ 2) ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà îòíîøåíèå lim sup

n→∞

|Sn|
u(n)

ðàâíî 0 èëè áåñêîíå÷íîñòè.

19. Ôîðìèðîâàíèå ïîíÿòèé ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè

Ïîíÿòèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ â ñàìûõ íà÷àëüíûõ åãî ýëåìåíòàõ áû-
ëî ââåäåíî â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé î÷åíü ðàíî: âïåðâûå îíî ïîÿâèëîñü â
èçâåñòíîé ïåðåïèñêå Ïàñêàëÿ ñ Ôåðìà. Â áîëåå ÿâíîé ôîðìå îíî áûëî ââå-
äåíî Ãþéãåíñîì. Èìåííî, ïåðâûå òðè ïðåäëîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íè÷åì èíûì
êàê îïðåäåëåíèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ñïî-
ñîáíûõ ïðèíèìàòü äâà èëè òðè çíà÷åíèÿ. Êàê ìû óæå ãîâîðèëè â ïåðâîé
ãëàâå ñàì òåðìèí îæèäàíèå áûë ïðåäëîæåí Ñõîóòåíîì � ó÷èòåëåì Ãþéãåí-
ñà. Ýòîò òåðìèí ïðèæèëñÿ è ñîõðàíèëñÿ äî íàøåãî âðåìåíè. Íî â òó ïîðó
ýòîìó òåðìèíó ïðèäàâàëñÿ ñìûñë îæèäàíèÿ òîé ñðåäíåé öåíû, êîòîðóþ
ìîæíî äàòü çà ïðèîáðåòåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, äàþùåé âûèãðûø x1 ñ
âåðîÿòíîñòüþ p1, âûèãðûø x2 ñ âåðîÿòíîñòüþ p2,. . . âûèãðûø xn ñ âåðîÿò-
íîñòüþ pn.

Ýòà ìûñëü êðàñíîé ñòðîêîé ïðîõîäèò è â êíèãå Í. Áåðíóëëè ¾Î ïðè-
ìåíåíèè èñêóññòâà ïðåäïîëîæåíèé â âîïðîñàõ ïðàâà¿. Îí ïèñàë òàì, ÷òî
¾ïðàâèëî ýòî (âû÷èñëåíèÿ îæèäàíèÿ � Á.Ã.) òîæäåñòâåííî ñ òåì, ñ ïîìîùüþ
êîòîðîãî îáûêíîâåííî îòûñêèâàþòñÿ ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå íåñêîëüêèõ
äàííûõ âåëè÷èí, à òàêæå è ñ òåì ïðàâèëîì ñìåøåíèÿ, íà êîòîðîå ñ÷åë
óìåñòíûì ñîñëàòüñÿ ìîé äÿäÿ¿. Äàëåå îí ðàññìîòðåë ïðèìåð, çàèìñòâîâàí-
íûé èç ðóêîïèñè êíèãè ß. Áåðíóëëè ¾Èñêóññòâî ïðåäïîëîæåíèé¿: ¾Åñëè

8Îáðàùåíèå çàêîíà ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà äëÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ// Òåîðèÿ âå-
ðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ. � 1980. � Ò. 25, âûï. 2. � Ñ. 364�366.
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òðè êðóæêè ïèâà öåíîé ïî 13 ñìåøèâàþòñÿ ñ 2 êðóæêàìè öåíîé ïî 8, òî
ïîñëå ïåðåìíîæåíèÿ 3 íà 13 è 2 íà 8 ïîëó÷èòñÿ îáùàÿ öåíà âñåõ êðóæåê �
55, ÷òî äàåò ïóòåì äåëåíèÿ íà ÷èñëî âñåõ êðóæåê, ò.å. 5, ñðåäíþþ öåíó îä-
íîé êðóæêè ñìåñè, ðàâíóþ 11. Òàêîâà æå äîëæíà áûòü, ñîãëàñíî ïðàâèëó,
è îöåíêà âåëè÷èíû îæèäàíèÿ ÷åãî-ëèáî, ÷òî áóäåò èìåòü 3 ñëó÷àÿ ïî 13 è 2
ñëó÷àÿ ïî 8¿. Çàìåòèì, ÷òî ñêàçàííîå ÿâëÿåòñÿ íè÷åì èíûì êàê ïîâòîðåíè-
åì ïðàâèë Ãþéãåíñà. Çàñëóæèâàåò âíèìàíèÿ íå òîëüêî òî, ÷òî Í. Áåðíóëëè
ðàññìîòðåë îæèäàíèå äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðèíèìàþùèõ íå òîëüêî äâà
èëè òðè çíà÷åíèÿ, íî è áîëüøåå ÷èñëî çíà÷åíèé, íî è íå÷òî ñîâñåì íîâîå,
à èìåííî ñðàâíåíèå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
ñ ïðàâèëîì âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò öåíòðà òÿæåñòè ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ
òî÷åê. Âîò ïîäëèííûå ñëîâà Í. Áåðíóëëè, èç òîé æå êíèãè.

¾Åùå áîëåå çàñëóæèâàåò áûòü îòìå÷åííûì îñîáîå è èñêëþ÷èòåëüíîå
ñîâïàäåíèå, íàáëþäàþùååñÿ ìåæäó ýòèì ïðàâèëîì è òåì, êîòîðîå ðåêîìåí-
äóåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ öåíòðà òÿæåñòè íåñêîëüêèõ ãðóçîâ; äåéñòâèòåëüíî,
âåäü ñóììà ìîìåíòîâ, ò.å. ñóììà ïðîèçâåäåíèé âåñîâ íà ñîîòâåòñòâóþùèå
ðàññòîÿíèÿ îò êàêîé-ëèáî äàííîé òî÷êè, äåëåííàÿ íà ñóììó âåñîâ, ïîêàçû-
âàåò ðàññòîÿíèå îò öåíòðà òÿæåñòè, ò.å. òîé òî÷êè, ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðîé
ïîäâåøåííûå ãðóçû íàõîäÿòñÿ â ðàâíîâåñèè, òî÷íî òàêæå è òà ñðåäíÿÿ,
êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ñîãëàñíî íàñòîÿùåìó ïðàâèëó, ÿâëÿåòñÿ, òàê ñêàçàòü,
öåíòðîì òÿæåñòè âñåõ âåðîÿòíîñòåé, êîòîðûé èõ òàê óðàâíîâåøèâàåò, ÷òî
íè òà, íè äðóãàÿ èç íèõ, îòêëîíÿÿñü â òó èëè äðóãóþ ñòîðîíó îò ñðåäíåé,
íå ïåðåâåøèâàþò äðóã äðóãà. Â öåëÿõ ñîáëþäåíèÿ òàêîãî æå ðàâíîâåñèÿ â
ñîìíèòåëüíûõ è òåìíûõ äåëàõ íàøè þðèñòû ïðèäåðæèâàþòñÿ îáû÷íî ñå-
ðåäèíû¿.

Äëÿ XVIII âåêà îáðàùåíèå ê ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ áûëî íå õàðàê-
òåðíûì. Âñå âíèìàíèå ïðèâëåêàëî ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîãî ñîáû-
òèÿ. Â ýíöèêëîïåäèè íàóêè î âåðîÿòíîñòÿõ � çíàìåíèòîé êíèãå Ï. Ëàïëàñà
¾Àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé¿ � íåò îïðåäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ è òåì áîëåå ïðàâèë äåéñòâèé ñ íèì. Âîçìîæíî, ýòî ñâÿçàíî ñ òåì,
÷òî Ëàïëàñ íå ðàññìàòðèâàë è ïîíÿòèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, âìåñòî ýòîãî
îí èçó÷àë îøèáêè íàáëþäåíèé, ïëîòíîñòè èõ ðàñïðåäåëåíèé è äàæå âûâåë,
è èñïîëüçîâàë ôîðìóëó äëÿ ïëîòíîñòè ñóììû äâóõ íåçàâèñèìûõ îøèáîê.
Ïðàâäà, ïðè ýòîì îí íå ãîâîðèë î òîì, ÷òî ðàññìàòðèâàëèñü íåçàâèñèìûå,
ïîñêîëüêó äðóãèå è íå èçó÷àëèñü.

Êàçàëîñü áû ñîçäàíèå è ðàçâèòèå òåîðèè îøèáîê íàáëþäåíèé äîëæíî
áûëî ñòèìóëèðîâàòü ðàçâèòèå ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
(êîòîðûå â òó ïîðó åùå íàçûâàëèñü îøèáêàìè èçìåðåíèé). Îäíàêî ýòîãî
íå ñëó÷èëîñü. Âïðî÷åì, äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ áûëè ââåäåíû ïî-
íÿòèÿ èñòèííîãî çíà÷åíèÿ è òî÷íîñòè íàáëþäåíèé; áûëî èçâåñòíî êàê èõ
âû÷èñëÿòü ïî ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì äëÿ ýòîãî ÷àñòíî-
ãî ñëó÷àÿ óæå áûëà èçâåñòíà ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â íà÷àëå XIX âåêà íîðìàëüíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå çàòìèëî ñîáîé âñå îñòàëüíûå, ïîñêîëüêó ñ íèì ñòîëêíóëèñü â òåîðèè
îøèáîê íàáëþäåíèé è, êàçàëîñü, äîêàçàëè â ðàáîòàõ Ãàóññà è Ëåæàíäðà,
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÷òî ðàñïðåäåëåíèå îøèáîê íàáëþäåíèé äîëæíî áûòü íîðìàëüíûì. Ñ íèì
æå ñòîëêíóëèñü â òåîðèè ñòðåëüáû. Áåëüãèéñêèé áèîëîã Êåòëå äàâàë ìíîãî-
÷èñëåííûå ñâèäåòåëüñòâà òîãî, ÷òî è â áèîëîãèè íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
èãðàåò öåíòðàëüíóþ ðîëü. Îñòàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåðÿëè èíòåðåñ, î
íèõ ïîïðîñòó íå äóìàëè. Íåñîìíåííî, â ñâÿçè ñ ýòèì íèêòî è íå ïîìûøëÿë
î äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì îòíîñèòåëüíî ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé è äèñïåð-
ñèé, ïîñêîëüêó äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âñå óæå áûëî èçâåñòíî. Â
ñâÿçè ñî ñêàçàííûì èíòåðåñíî çàìåòèòü, ÷òî â êíèãå Ï. Ë. ×åáûøåâà ¾Îïûò
ýëåìåíòàðíîãî àíàëèçà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé¿ (Ì., 1845) ïîíÿòèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû, ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè äàæå íå óïîìèíàþòñÿ.
Îäíàêî â êóðñå ëåêöèé ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, êîòîðûé ñèñòåìàòè÷åñêè îí
÷èòàë â Ïåòåðáóðãñêîì óíèâåðñèòåòå, ×åáûøåâ ãîâîðèò î âåëè÷èíàõ (èìåÿ
â âèäó ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû), èõ ìàòåìàòè÷åñêîì îæèäàíèè è äèñïåðñèè.
Áîëåå òîãî, â ýòèõ ëåêöèÿõ (çàïèñàííûõ A. M. Ëÿïóíîâûì, ïåðåïèñàííûõ
ó íåãî À. Í. Êðûëîâûì è èçäàííûõ â 1936 ã. â èçäàòåëüñòâå ÀÍ ÑÑÑÐ) áû-
ëî ñêàçàíî, ÷òî ¾îíî (ïîíÿòèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ) èìååò áîëüøåå
çíà÷åíèå íà ïðàêòèêå, ÷åì ñàìà âåðîÿòíîñòü, ïîòîìó ÷òî íà îñíîâàíèè åå ó
íàñ ñîñòàâëÿåòñÿ ñóæäåíèå î òîì, ÷òî ìû ìîæåì îæèäàòü ïåðåä ïîÿâëåíè-
åì èçâåñòíîãî ñîáûòèÿ¿ (ñ. 159). Ñàìî ýòî óòâåðæäåíèå íå î÷åíü ïîíÿòíî,
íî, íåñîìíåííî, ×åáûøåâ èìåë â âèäó êàêîå-òî îïðåäåëåííîå çàìå÷àòåëü-
íîå ñâîéñòâî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Ïî-âèäèìîìó, ñâîþ ðîëü ñûãðàëà
è ôîðìóëèðîâêà çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë â ôîðìå ×åáûøåâà.

Çàñëóæèâàåò ïðèñòàëüíîãî âíèìàíèÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî â ýòèõ çà-
ïèñêàõ ëåêöèé èìååòñÿ äîêàçàòåëüñòâî è ôîðìóëèðîâêà òåîðåì î ìàòåìà-
òè÷åñêîì îæèäàíèè è äèñïåðñèè ñóììû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Òàì æå îí
ïðèâåë è âûâîä ñâîåãî çíàìåíèòîãî íåðàâåíñòâà. Ïðè ýòîì îí ïðåäïîëàãàë
êàê íå÷òî ñàìîî÷åâèäíîå, ÷òî ðå÷ü èäåò î íåçàâèñèìûõ âåëè÷èíàõ. Ñëåäóåò
îòìåòèòü, ÷òî ñàì ôàêò î òîì, ÷òî äèñïåðñèÿ ñóììû ðàâíà ñóììå äèñïåðñèé,
èìååòñÿ è èñïîëüçîâàí ×åáûøåâûì â ñòàòüå ¾Î ñðåäíèõ âåëè÷èíàõ¿. Òàì
æå âïåðâûå âñòðå÷àåòñÿ è íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â
ðàñïðîñòðàíåííûõ ó÷åáíèêàõ (À. Ïóàíêàðå è Æ. Áåðòðàíà) êîíöà ïðîøëî-
ãî âåêà è íà÷àëà òåêóùåãî ñòîëåòèÿ âîîáùå íåò òåîðåì î ìàòåìàòè÷åñêîì
îæèäàíèè è äèñïåðñèè.

Åñòåñòâåííî ñïðîñèòü ñåáÿ: êîãäà æå ñòàë èçâåñòåí ôàêò, ÷òî ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû ðàâíî ñóììå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé âñåãäà, à
íå òîëüêî ïðè íåçàâèñèìûõ ñëàãàåìûõ? Ïîêà íà ýòî ìîæíî ëèøü îòâåòèòü,
÷òî â ó÷åáíèêå ×óáåðà (1908) è ïåðåèçäàíèè êíèãè À. Ïóàíêàðå (1912) òà-
êîé òåîðåìû íåò, à â çíàìåíèòîì äëÿ ñâîåãî âðåìåíè ó÷åáíèêå ¾Èñ÷èñëåíèå
âåðîÿòíîñòåé¿ (1913, 1924) ñòðîãî äîêàçûâàþòñÿ è òåîðåìà î ìàòåìàòè÷å-
ñêîì îæèäàíèè ïðîèçâåäåíèÿ è î ìàòåìàòè÷åñêîì îæèäàíèè ñóììû ñî ñïå-
öèàëüíûì óïîìèíàíèåì î òîì, ÷òî îíà âåðíà íå òîëüêî äëÿ íåçàâèñèìûõ
âåëè÷èí.

Â çàêëþ÷åíèå ìû äîëæíû ñêàçàòü, ÷òî èñòîðèÿ ïîíÿòèé ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè èçó÷åíà ñîâåðøåííî íåäîñòàòî÷íî. Ìû âèäèì, ÷òî
îñíîâû ïîíÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ âîçíèêëè îäíîâðåìåííî ñ ïîíÿ-
òèåì âåðîÿòíîñòè, íî âûäåëåíû îñíîâíûå åãî ñâîéñòâà áûëè î÷åíü ïîçäíî �
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òîëüêî âî âòîðîé ïîëîâèíå XIX � íà÷àëå XX ñòîëåòèÿ. Íåÿñíî, â êàêîé ìåðå
íà ïîíÿòèå äèñïåðñèè âëèÿëà óæå ñóùåñòâîâàâøåå ïîíÿòèå ìîìåíòà èíåð-
öèè. Âïðî÷åì, çàñëóæèâàåò âíèìàíèÿ è èññëåäîâàíèå èñòîðèè ñòàíîâëåíèÿ
è ðàçâèòèÿ òåîðèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Òî, ÷òî èçëîæåíî â íàñòîÿùåé ãëà-
âå ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ëèøü ïåðâûì ïðèáëèæåíèåì ê èñòîðèè ýòîãî âàæíîãî
ðàçäåëà íàó÷íûõ çíàíèé.
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Ãëàâà 4. Ê èñòîðèè òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ

20. Îáùèå ïðåäñòàâëåíèÿ

Ïîíÿòèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ïðèíàäëåæèò íàøåìó ñòîëåòèþ è ñâÿçàíî ñ
èìåíàìè À. Í. Êîëìîãîðîâà, À. ß. Õèí÷èíà, Å. Å. Ñëóöêîãî, Í. Âèíåðà
(1894�1965). Ýòî ïîíÿòèå â íàøè äíè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç öåíòðàëüíûõ íå
òîëüêî â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, íî òàêæå â åñòåñòâîçíàíèè, èíæåíåðíîì äå-
ëå, ýêîíîìèêå, îðãàíèçàöèè ïðîèçâîäñòâà, òåîðèè ñâÿçè. Òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ
ïðîöåññîâ ïðèíàäëåæèò ê êàòåãîðèè íàèáîëåå áûñòðî ðàçâèâàþùèõñÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí. Íåñîìíåííî, ÷òî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî â çíà÷èòåëüíîé
ìåðå îïðåäåëÿåòñÿ åå ãëóáîêèìè ñâÿçÿìè ñ ïðàêòèêîé.

XX âåê íå ìîã óäîâëåòâîðèòüñÿ òåì èäåéíûì íàñëåäèåì, êîòîðîå áûëî
ïîëó÷åíî èì îò ïðîøëîãî. Äåéñòâèòåëüíî, â òî âðåìÿ êàê ôèçèêà, áèîëî-
ãà, èíæåíåðà èíòåðåñîâàë ïðîöåññ, ò.å. èçìåíåíèå èçó÷àåìîãî ÿâëåíèÿ âî
âðåìåíè, òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé ïðåäëàãàëà èì â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîãî
àïïàðàòà ëèøü ñðåäñòâà, èçó÷àâøèå ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ èññëå-
äîâàíèÿ èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé êîíöà XIX-íà÷àëà XX
âåêà íå èìåëà íè ðàçðàáîòàííûõ ÷àñòíûõ ñõåì, íè òåì áîëåå îáùèõ ïðèåìîâ.
À íåîáõîäèìîñòü èõ ñîçäàíèÿ áóêâàëüíî ñòó÷àëà â îêíà è äâåðè ìàòåìàòè-
÷åñêîé íàóêè. Èçó÷åíèå áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ â ôèçèêå ïîäâåëî ìàòå-
ìàòèêó ê ïîðîãó ñîçäàíèÿ òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Â èññëåäîâàíèÿõ
äàòñêîãî ó÷åíîãî À. Ê. Ýðëàíãà áûëà íà÷àòà íîâàÿ âàæíàÿ îáëàñòü ïîèñêîâ,
ñâÿçàííûõ ñ èçó÷åíèåì çàãðóçêè òåëåôîííûõ ñåòåé. ×èñëî àáîíåíòîâ èçìå-
íÿåòñÿ âî âðåìåíè ñëó÷àéíî, à äëèòåëüíîñòü êàæäîãî ðàçãîâîðà îáëàäàåò
áîëüøîé èíäèâèäóàëüíîñòüþ. È âîò â ýòèõ-òî óñëîâèÿõ äâîéíîé ñëó÷àéíî-
ñòè ñëåäóåò ïðîèçâîäèòü ðàñ÷åò ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè òåëåôîííûõ ñåòåé,
êîììóòàöèîííîé àïïàðàòóðû è óïðàâëÿþùèõ ñâÿçüþ ñèñòåì. Íåñîìíåííî,
÷òî ðàáîòû Ýðëàíãà îêàçàëè çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íå òîëüêî íà ðåøåíèå
÷èñòî òåëåôîííûõ çàäà÷, íî è íà ôîðìèðîâàíèå ýëåìåíòîâ òåîðèè ñëó÷àé-
íûõ ïðîöåññîâ, â ÷àñòíîñòè, ïðîöåññîâ ãèáåëè è ðàçìíîæåíèÿ.

Âî âòîðîì äåñÿòèëåòèè XX âåêà íà÷àëèñü èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè áèî-
ëîãè÷åñêèõ ïîïóëÿöèé. Èòàëüÿíñêèé ìàòåìàòèê Âèòî Âîëüòåððà ðàçðàáî-
òàë ìàòåìàòè÷åñêóþ òåîðèþ ýòîãî ïðîöåññà íà áàçå ÷èñòî äåòåðìèíèñòñêèõ
ñîîáðàæåíèé. Ïîçäíåå ðÿä áèîëîãîâ è ìàòåìàòèêîâ ðàçâèâàëè åãî èäåè óæå
íà îñíîâå ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé. Ïåðâîíà÷àëüíî è â ýòîé òåîðèè
ïðèìåíÿëèñü èñêëþ÷èòåëüíî èäåè ïðîöåññîâ è ãèáåëè è ðàçìíîæåíèÿ. Ñîá-
ñòâåííî èìåííî îò çàäà÷ áèîëîãèè è ïîøëî íàèìåíîâàíèå ýòîãî î÷åíü ÷àñò-
íîãî òèïà ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ìû çàäàëèñü öåëüþ ïðîñëåäèòü çà äâèæåíèåì
êàêîé-íèáóäü ìîëåêóëû ãàçà èëè æèäêîñòè. Ýòà ìîëåêóëà â ñëó÷àéíûå ìî-
ìåíòû ñòàëêèâàåòñÿ ñ äðóãèìè ìîëåêóëàìè è ìåíÿåò ïðè ýòîì íàïðàâëåíèå
äâèæåíèÿ è ñêîðîñòü. Ñîñòîÿíèå ìîëåêóëû, òàêèì îáðàçîì, ïîäâåðæåíî ñëó-
÷àéíûì èçìåíåíèÿì è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íè÷òî èíîå, êàê ñëó÷àéíûé ïðî-
öåññ. Ýòî ïðîöåññ îïðåäåëÿåòñÿ øåñòüþ ïàðàìåòðàìè -òðåìÿ êîîðäèíàòàìè
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è òðåìÿ êîìïîíåíòàìè ñêîðîñòè. Ìíîãèå ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ äëÿ ñâîåãî
èçó÷åíèÿ òðåáóþò óìåíèÿ âû÷èñëÿòü âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî îïðåäåëåííàÿ
äîëÿ ìîëåêóë óñïååò çà çàäàííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ïåðåéòè èç îäíîé
îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà â äðóãóþ. Íàïðèìåð, åñëè ïðèâåäåíû â ñîïðèêîñíî-
âåíèå äâå æèäêîñòè, òî íà÷èíàåòñÿ âçàèìíîå ïðîíèêíîâåíèå ìîëåêóë îäíîé
æèäêîñòè â äðóãóþ. Ïðîèñõîäèò äèôôóçèÿ. Êàê áûñòðî ïðîèñõîäèò ïðî-
öåññ äèôôóçèè, ïî êàêèì çàêîíàì è êîãäà îáðàçóþùàÿñÿ ñìåñü ñòàíîâèòñÿ
ïðàêòè÷åñêè îäíîðîäíîé? Íà ýòè è ìíîãèå äðóãèå âîïðîñû äàåò îòâåò ñòàòè-
ñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ äèôôóçèè, áàçèðóþùàÿñÿ íà èñïîëüçîâàíèè òåîðèè ñëó-
÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîäîáíûå æå çàäà÷è âîçíèêàþò â õèìèè,
êîãäà ïðèñòóïàþò ê èçó÷åíèþ ïðîöåññîâ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé. Êàêàÿ ÷àñòü
ìîëåêóë óæå âñòóïèëà â ðåàêöèþ, êàêàÿ îñîáåííîñòü ïðîòåêàíèÿ ðåàêöèè
ñî âðåìåíåì, êîãäà ðåàêöèÿ ïðàêòè÷åñêè óæå çàêîí÷èëàñü?

Âåñüìà âàæíûé êðóã ÿâëåíèé ïðîòåêàåò ïî ïðèíöèïó ðàäèîàêòèâíîãî
ðàñïàäà. Ñóòü åãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî àòîìû ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà ðàñïà-
äàþòñÿ, ïðåâðàùàÿñü â àòîìû äðóãîãî ýëåìåíòà. Ðàñïàä êàæäîãî àòîìà ïðî-
èñõîäèò ìãíîâåííî, ïîäîáíî âçðûâó, ñ âûäåëåíèåì íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà
ýíåðãèè. Ìíîãî÷èñëåííûå íàáëþäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ðàñïàä îòäåëüíûõ
àòîìîâ ïðîèñõîäèò â ñëó÷àéíî âçÿòûå ìîìåíòû âðåìåíè è ðàñïîëîæåíèå
ýòèõ ìîìåíòîâ, åñëè êîëè÷åñòâî ðàñïàäàþùåãîñÿ âåùåñòâà íå ïðåâîñõîäèò
íåêîòîðîãî îïðåäåëåííîãî êðèòè÷åñêîãî ïðåäåëà, íå çàâèñÿò äðóã îò äðóãà.
Äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîöåññà ðàäèîàêòèâíîãî ðàñïàäà âåñüìà âàæíî îïðåäåëèòü
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà îïðåäåëåííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ðàñïàäàåòñÿ òî
èëè èíîå ÷èñëî àòîìîâ. Ôîðìàëüíî, åñëè çàäàòüñÿ öåëüþ âûÿñíåíèÿ òîëüêî
ìàòåìàòè÷åñêîé ñòîðîíû ÿâëåíèÿ, àíàëîãè÷íî ïðîèñõîäÿò ìíîãèå äðóãèå
ïðîöåññû: îáðûâû íèòåé â ïðÿäèëüíîé ìàøèíå, ÷èñëî áðîóíîâñêèõ ÷àñòèö,
îêàçàâøèõñÿ â äàííûé ìîìåíò â îïðåäåëåííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, âû-
çîâû îò àáîíåíòîâ, ïîñòóïàþùèå íà òåëåôîííóþ ñòàíöèþ è ò.ä.

Òåîðèÿ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ, èñõîäÿùàÿ èç òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíûõ
ïðåäïîñûëîê, áûëà ðàçðàáîòàíà â 1905 ã. äâóìÿ èçâåñòíûìè ôèçèêàìè
Ì. Ñìîëóõîâñêèì (1872�1917) è À. Ýéíøòåéíîì (1879�1955). Ïîçäíåå âû-
ñêàçàííûå èìè èäåè èñïîëüçîâàëèñü íåîäíîêðàòíî êàê ïðè èçó÷åíèè ôè-
çè÷åñêèõ ÿâëåíèé, òàê è â ðàçëè÷íûõ èíæåíåðíûõ çàäà÷àõ. Â ÷àñòíîñòè,
èìåííî ñ èõ ðàáîò, êàê, âïðî÷åì, è ñ ðàáîò Ýðëàíãà, íà÷àëñÿ øèðîêèé èíòå-
ðåñ ê ïðîöåññó Ïóàññîíà. Âïðî÷åì, ñàì Ïóàññîí ââåë â ðàññìîòðåíèå òîëüêî
ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà è î ïðîöåññå Ïóàññîíà äàæå íå ìå÷òàë, íî îí çà-
ñëóæèë òîãî, ÷òîáû åãî èìÿ ïðîèçíîñèëîñü è ïðè ðàññìîòðåíèè ñëó÷àéíûõ
ïðîöåññîâ, ñâÿçàííûõ ñ åãî ðàñïðåäåëåíèåì. Ýòî íå åäèíñòâåííûé ñëó÷àé,
êîãäà â ÷åñòü òîãî èëè äðóãîãî èññëåäîâàòåëÿ íîâûì ïîíÿòèÿì ïðèñâàèâà-
þòñÿ èõ èìåíà, õîòÿ äî ýòèõ ïîíÿòèé îíè è íå äîõîäèëè. Òåïåðü øèðîêî
ðàñïðîñòðàíåíû ãàóññîâñêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, õîòÿ ñàì Ãàóññ î íèõ íå
èìåë íèêàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, äà è ñàìî èñõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå çàäîëãî äî
åãî ðîæäåíèÿ áûëî ïîëó÷åíî Ìóàâðîì, Ëàïëàñîì è äð. Â òåîðèè æå îøèáîê
èçìåðåíèé îäíîâðåìåííî ñ Ãàóññîì ê íåìó ïðèøåë òàêæå Ëåæàíäð.

Ïîïûòêà èçó÷åíèÿ ñðåäñòâàìè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÿâëåíèÿ äèôôóçèè
áûëà ïðåäïðèíÿòà â 1914 ã. äâóìÿ èçâåñòíûìè ôèçèêàìè � Ì. Ïëàíêîì
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(1858�1947) è Ôîêêåðîì. Í. Âèíåð â ñåðåäèíå äâàäöàòûõ ãîäîâ ïðè èçó÷å-
íèè áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ââåë â ðàññìîòðåíèå ïðîöåññû, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçíîñòè ξ(t0 + t) − ξ(t0) íå çàâèñèò îò íà-
÷àëüíîãî ìîìåíòà t0 (îäíîðîäíîñòü âî âðåìåíè);

2) ïðèðàùåíèÿ ïðîöåññà ξ(t) çà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïðîìåæóòêè âðåìåíè
(si, ti) â êîíå÷íîì ÷èñëå âçàèìíî íåçàâèñèìû (íåçàâèñèìîñòü ïðèðàùåíèé);

3) âåëè÷èíû ξ(t0 + t)− ξ(t0) íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíû ñî ñðåäíèì çíà÷å-
íèåì ðàâíûì 0 è äèñïåðñèåé σ2t.

Ìû äîëæíû óïîìÿíóòü åùå î äâóõ âàæíûõ ãðóïïàõ èññëåäîâàíèé, íà÷à-
òûõ â ðàçíîå âðåìÿ è ïî ðàçíûì ïîâîäàì. Âî-ïåðâûõ, ýòî ðàáîòû À. À. Ìàð-
êîâà (1856�1922) ïî èçó÷åíèþ öåïíûõ çàâèñèìîñòåé. Âî-âòîðûõ, ðàáîòàõ
Å. Å. Ñëóöêîãî (1880�1948) ïî òåîðèè ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé. Îáà ýòè íà-
ïðàâëåíèÿ èãðàëè î÷åíü ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ôîðìèðîâàíèè îáùåé òåî-
ðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Äëÿ ýòîé öåëè óæå áûë íàêîïëåí çíà÷èòåëüíûé
èñõîäíûé ìàòåðèàë è íåîáõîäèìîñòü ïîñòðîåíèÿ òåîðèè êàê áû íîñèëàñü
â âîçäóõå. Îñòàâàëîñü îñóùåñòâèòü ãëóáîêèé àíàëèç èìåþùèõñÿ ðàáîò, âû-
ñêàçàííûõ â íèõ èäåé è ðåçóëüòàòîâ è íà åãî áàçå îñóùåñòâèòü íåîáõîäèìûé
ñèíòåç.

Â 1931 ã. áûëà îïóáëèêîâàíà áîëüøàÿ ñòàòüÿ À. Í. Êîëìîãîðîâà ¾Îá
àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäàõ â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé¿, à ÷åðåç òðè ãîäà ðàáîòà
À. ß. Õèí÷èíà ¾Òåîðèÿ êîððåëÿöèè ñòàöèîíàðíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåñ-
ñîâ¿, êîòîðûå ñëåäóåò ñ÷èòàòü íà÷àëîì ïîñòðîåíèÿ îáùåé òåîðèè ñëó÷àé-
íûõ ïðîöåññîâ. Â ïåðâîé èç ýòèõ ðàáîò áûëè çàëîæåíû îñíîâû òåîðèè ìàð-
êîâñêèõ ïðîöåññîâ, à âî âòîðîé � îñíîâû ñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ. Îíè áû-
ëè èñòî÷íèêîì îãðîìíîãî ÷èñëà ïîñëåäóþùèõ èññëåäîâàíèé, ñðåäè êîòîðûõ
ñëåäóåò îòìåòèòü ñòàòüþ Â. Ôåëëåðà ¾Ê òåîðèè ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ¿
(1936), äàâøóþ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñêà÷êîîáðàçíûõ
ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ.

Îáå òîëüêî ÷òî óïîìÿíóòûå îñíîâîïîëàãàþùèå ðàáîòû ñîäåðæàò íå
òîëüêî ìàòåìàòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, íî è ãëóáîêèé ôèëîñîôñêèé àíàëèç
ïðè÷èí, ïîñëóæèâøèõ èñõîäíûì ïóíêòîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ îñíîâ òåîðèè ñëó-
÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ïðèâåäåì ñ öåëüþ îçíàêîìëåíèÿ ñ ýòèì àñïåêòîì èññëå-
äîâàíèé äîâîëüíî áîëüøîé îòðûâîê èç ââåäåíèÿ ê ðàáîòå À. Í. Êîëìîãî-
ðîâà.

¾Æåëàÿ ïîäâåðãíóòü ìàòåìàòè÷åñêîé îáðàáîòêå ÿâëåíèÿ ïðèðîäû èëè
ñîöèàëüíîé æèçíè, íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî ýòè ÿâëåíèÿ ñõåìàòèçèðî-
âàòü; äåëî â òîì, ÷òî ê èññëåäîâàíèþ ïðîöåññà èçìåíåíèÿ íåêîòîðîé ñèñòå-
ìû ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ïðèìåíèì ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî êàæäîå âîçìîæíîå ñîñòîÿíèå ýòîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü âïîëíå
îïðåäåëåíî ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, íàïðèìåð,
ïðè ïîìîùè çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ èçâåñòíûì ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ; òà-
êàÿ ìàòåìàòè÷åñêè îïðåäåëèìàÿ ñèñòåìà åñòü íå ñàìà äåéñòâèòåëüíîñòü,
íî ëèøü ñõåìà, ïðèãîäíàÿ äëÿ îïèñàíèÿ äåéñòâèòåëüíîñòè.

Êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà ïîëüçóåòñÿ ëèøü òàêèìè ñõåìàìè, ïðè êîòîðûõ
ñîñòîÿíèå y ñèñòåìû äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè t îäíîçíà÷íûì îáðàçîì îïðåäå-
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ëÿåòñÿ åå ñîñòîÿíèåì x â ëþáîé ïðåäøåñòâóþùèé ìîìåíò t0; ìàòåìàòè÷åñêè
ýòî âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé y = f(x, t0, t).

Åñëè òàêàÿ îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò, êàê ýòî âñåãäà ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå, òî ìû ãîâîðèì, ÷òî íàøà ñõåìà åñòü ñõåìà
âïîëíå äåòåðìèíèðîâàííîãî ïðîöåññà. Ê ÷èñëó âïîëíå äåòåðìèíèðîâàííûõ
ïðîöåññîâ ìîæíî áûëî îòíåñòè è òå, â êîòîðûõ ñîñòîÿíèå y íå âïîëíå îïðå-
äåëÿåòñÿ çàäàíèåì ñîñòîÿíèÿ x äëÿ åäèíñòâåííîãî ìîìåíòà âðåìåíè t, ñó-
ùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñèò åùå îò õàðàêòåðà èçìåíåíèÿ ýòîãî ñîñòîÿíèÿ
ïåðåä ìîìåíòîì t. Îäíàêî, îáû÷íî ïðåäïî÷èòàþò èçáåãàòü òàêîé çàâèñè-
ìîñòè îò ïðåäøåñòâóþùåãî ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû, äëÿ ÷åãî ðàñøèðÿþò ñàìî
ïîíÿòèå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t è ñîîòâåòñòâåííî ýòîìó ââî-
äÿò íîâûå ïàðàìåòðû.9

Âíå îáëàñòè êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, íàðÿäó ñî ñõåìàìè âïîëíå äåòåðìè-
íèðîâàííûõ ïðîöåññîâ, ÷àñòî ðàññìàòðèâàþòñÿ è òàêèå ñõåìû, ãäå ñîñòîÿíèå
x ñèñòåìû â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t0 îáóñëàâëèâàåò ëèøü èçâåñòíóþ
âåðîÿòíîñòü äëÿ íàñòóïëåíèÿ âîçìîæíîãî ñîñòîÿíèÿ y â íåêîòîðûé ïîñëå-
äóþùèé ìîìåíò t > t0. Åñëè äëÿ ëþáûõ çàäàííûõ t0, t > t0 è x ñóùå-
ñòâóåò îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äëÿ ñîñòîÿíèÿ
y, ìû ãîâîðèì, ÷òî íàøà ñõåìà åñòü ñõåìà ñòîõàñòè÷åñêè îïðåäåëåííîãî

ïðîöåññà. Â îáùåì ñëó÷àå ýòà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå P(t0, x, t, A), ïðè÷åì A îáîçíà÷àåò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, à
P åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ìîìåíò t îêàæåòñÿ ðåàëèçîâàííûì îäíî èç
ñîñòîÿíèé A, ïðèíàäëåæàùèõ ýòîìó ìíîæåñòâó¿.

Íî íå îáùåôèëîñîôñêîå ñîäåðæàíèå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì äîñòîèíñòâîì
ýòîé ðàáîòû À. Í. Êîëìîãîðîâà. Â íåé áûëè çàëîæåíû îñíîâû òåîðèè ñëó-
÷àéíûõ ïðîöåññîâ áåç ïîñëåäåéñòâèÿ è ïîëó÷åíû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ (ïðÿìûå è îáðàòíûå), êîòîðûå óïðàâëÿþò âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõîäà. Â
ýòîé æå ðàáîòå áûë äàí íàáðîñîê òåîðèè ñêà÷êîîáðàçíûõ ïðîöåññîâ áåç ïî-
ñëåäåéñòâèÿ, ïîäðîáíîå ðàçâèòèå êîòîðîé ïîçäíåå áûëî äàíî Â. Ôåëëåðîì
è Â. Ì. Äóáðîâñêèì.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ïðåâðàòèëàñü â áîëü-
øóþ è ðàçâåòâëåííóþ ãëàâó ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêè, êîòîðàÿ ïîëó÷èëà
îãðîìíîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïðèìåíåíèé â ôèçèêå, èíæåíåðíîì äåëå, ãåî-
ôèçèêå, õèìèè è ðÿäå äðóãèõ îáëàñòåé çíàíèÿ.

Ïîñòðîåíèå îñíîâ äðóãîãî êëàññà ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ íà áàçå ôèçè÷å-
ñêèõ çàäà÷ áûëî îñóùåñòâëåíî À. ß. Õèí÷èíûì â óïîìÿíóòîé íàìè ðàáî-
òå. Îí ââåë ïîíÿòèå ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà â øèðîêîì è óçêîì ñìûñëå
è ïîëó÷èë çíàìåíèòóþ ôîðìóëó äëÿ êîýôôèöèåíòà àâòîêîððåëÿöèé. Ýòà
ðàáîòà ïîñëóæèëà îñíîâàíèåì äëÿ ïîñëåäóþùèõ èññëåäîâàíèé Ã. Êðàìåðà,
Ã. Âàëüäà, À. Í. Êîëìîãîðîâà è ìíîãèõ äðóãèõ ó÷åíûõ.

Â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ïðîèçîøëî ðàçäåëåíèå
áëèçêèõ ïîíÿòèé. Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ(t) èëè âåêòîð (ξ1(t), . . . , ξn(t))

9Õîðîøî èçâåñòíûé ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà ìû èìååì ïðè îïèñàíèè ñîñòî-
ÿíèÿ íåêîòîðîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû íå òîëüêî êîîðäèíàòàìè åå òî÷åê, íî òàêæå è
êîìïîíåíòàìè èõ ñêîðîñòåé.
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ñî çíà÷åíèÿìè íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé çàâèñèò îò îäíîãî âåùåñòâåííîãî ïàðà-
ìåòðà t, òî ïðèíÿòî ãîâîðèòü î ñëó÷àéíîì ïðîöåññå ξ(t). Ïðè ýòîì, êàê
ïðàâèëî, ïàðàìåòð t íîñèò íàçâàíèå âðåìåíè. Åñëè âðåìÿ ïðèíèìàåò äèñ-
êðåòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé t1, t2, . . ., òî ãîâîðÿò íå î ñëó÷àéíîì
ïðîöåññå, à î ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Åñëè æå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-
íà ξ (èëè âåêòîð) çàâèñèò íå îò îäíîãî, à îò íåñêîëüêèõ ïàðàìåòðîâ, òî åå
íàçûâàþò ñëó÷àéíûì ïîëåì.

Ñî ñëó÷àéíûìè ïîëÿìè ñòîëêíóëèñü ðàíüøå âñåãî â áèîëîãèè è ãåîôè-
çèêå, à çàòåì îêàçàëîñü, ÷òî ïðàêòè÷åñêè âñå îáëàñòè çíàíèÿ ïðèâîäÿò ê
íåîáõîäèìîñòè ðàññìîòðåíèÿ íàðÿäó ñî ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìèè ñëó÷àé-
íûõ ïîëåé. Ðàññìîòðèì ïðèìåðû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ(t, x, y, z) ïëîòíîñòü âî-
äû â îêåàíå. Ýòà âåëè÷èíà èçìåíÿåòñÿ îò îäíîé òî÷êè ê äðóãîé è îò îäíîãî
ìîìåíòà âðåìåíè ê äðóãîìó. Êàê ïîêàçûâàþò ìíîãî÷èñëåííûå íàáëþäåíèÿ,
ρ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñëó÷àéíîå ïîëå.

Ðàññìîòðèì èçìåíåíèå ñèëû è íàïðàâëåíèÿ âåòðà. Äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà
âðåìåíè è êàæäîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà ñèëà âåòðà f(t, x, y, z) ÿâëÿåòñÿ ñêà-
ëÿðíîé âåëè÷èíîé, à íàïðàâëåíèå âåòðà ξ(t, x, y, z), η(t, x, y, z), ζ(t, x, y, z) �
ñëó÷àéíûì âåêòîðîì. Ýòî òèïè÷íûé ïðèìåð ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî ïî-
ëåé.

×èñëî ïðèìåðîâ ñëó÷àéíûõ ïîëåé, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçëè÷íûì îáëàñòÿì
çíàíèÿ, ìîæíî ïðîäîëæàòü ïðàêòè÷åñêè íåîãðàíè÷åííî.

Â èñòîðèè êàæäîé íàóêè ïîñòîÿííî ïðèõîäèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ ñ òàêèìè
ñèòóàöèÿìè, êîãäà ýòà íàóêà åùå íå ñîçäàíà, à èññëåäîâàòåëè ðàññìàòðè-
âàþò îòäåëüíûå çàäà÷è, êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê åå êîìïåòåíöèè. Òàê áûëî ñ
àðèôìåòèêîé è ãåîìåòðèåé, àëãåáðîé è òåîðèåé ÷èñåë. Ñ òàêèì æå ïîëî-
æåíèåì ìû ñòàëêèâàåìñÿ è â òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ýòîé òåîðèè
åùå íå áûëî, íå áûëî è ñâîéñòâåííûõ åé ïîíÿòèé, íå áûëî äàæå èäåè ðàñ-
ñìîòðåíèÿ èçìåíåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû âî âðåìåíè, à îòäåëüíûå çàäà÷è
â ýòîì íàïðàâëåíèè óæå èçó÷àëèñü. Äëÿ ïðèìåðà åùå Í. Áåðíóëëè, Ìîí-
ìîð è Ìóàâð çàíèìàëèñü çàäà÷åé î ðàçîðåíèè èãðîêà è ñîñòîÿíèè èãðîêîâ
ïîñëå n ïàðòèé. Ýòî òèïè÷íàÿ çàäà÷à òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, â êî-
òîðîé ÷èñëî ñûãðàííûõ ïàðòèé èãðàåò ðîëü âðåìåíè. Òàêàÿ æå ñèòóàöèÿ
ñêëàäûâàåòñÿ è ñ çàäà÷åé Ëàïëàñà ïåðåêëàäûâàíèÿ øàðîâ èç óðíû â óðíó
è ïîäñ÷åòà ñîäåðæàíèÿ óðíû ïîñëå n ïåðåêëàäûâàíèé. Âñåãäà íîâîå ðîæ-
äàåòñÿ â íåäðàõ ñòàðîãî è ñî âðåìåíåì âûðàñòàåò èç ñòàíîâÿùèõñÿ òåñíûìè
ðàìîê óæå óñòàíîâèâøèõñÿ ïðåäñòàâëåíèé è ïîíÿòèé. Â ðåçóëüòàòå ïîÿâ-
ëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü âûäåëåíèÿ ñïåöèàëüíîé îáëàñòè íàó÷íûõ èññëåäîâà-
íèé. Ïåðâîíà÷àëüíî æå îòäåëüíûå íîâûå çàäà÷è ðåøàþòñÿ â ðàìêàõ ñòàðûõ
ïðåäñòàâëåíèé, êàê ïðàâèëî ñïåöèàëüíûìè ïðèåìàìè, ñîçäàâàåìûìè äëÿ
êàæäîé çàäà÷è. Íî âðåìÿ åùå íå ñîçðåëî äëÿ âûäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé
íîâîé âåòâè íàó÷íîãî çíàíèÿ. Òðåáóåòñÿ èíîãäà äëèòåëüíûé ñðîê, ÷òîáû
ïåðâîíà÷àëüíûå èäåè è îòäåëüíûå çàäà÷è ñôîðìèðîâàëèñü è äàëè íà÷àëî
íîâîé òåîðèè ñî ñâîèìè ïîñòàíîâêàìè ïðîáëåì è ìåòîäàìè èññëåäîâàíèÿ,
ïîçâîëÿþùèìè ïðîäâèíóòüñÿ ïî ïóòè ïîçíàíèÿ ÿâëåíèé îêðóæàþùåãî íàñ
ìèðà.

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé èìååò áîãàòóþ è ïîó÷èòåëüíóþ èñòîðèþ. Îíà íà-
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ãëÿäíî ïîêàçûâàåò êàê âîçíèêàëè åå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ðàçâèâàëèñü ìå-
òîäû èç çàäà÷, ñ êîòîðûìè ñòàëêèâàëñÿ îáùåñòâåííûé ïðîãðåññ. Èñòîðèÿ
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé åùå äàëåêà îò ñîâåðøåíñòâà è òðåáóåòñÿ ñèñòåìàòè-
÷åñêàÿ ðàáîòà äëÿ òîãî, ÷òîáû âîññòàíîâèòü ïðîéäåííûé ïóòü è âîçäàòü
äîëæíîå åå ñîçäàòåëÿì. Ïðè ýòîì ìû óâèäèì êàê ÷åëîâå÷åñòâî ïåðåõîäèëî
îò ïåðâè÷íûõ äîãàäîê ê áîëåå ïîëíîìó è ñîâåðøåííîìó çíàíèþ, êàê ñîçäà-
íèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïîçâîëÿëî ïåðåõîäèòü îò ñòðîãèõ äåòåðìèíèñòè-
÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé ê áîëåå øèðîêèì ñòîõàñòè÷åñêèì êîíöåïöèÿì, òåì
ñàìûì îòêðûâàÿ íîâûå âîçìîæíîñòè äëÿ ãëóáîêèõ çàêëþ÷åíèé î ïðèðîäå
âåùåé.

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé ïðîäîëæàåò áóðíî ðàçâèâàòüñÿ, â íåé ïîÿâëÿþòñÿ
íîâûå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé � îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñëó÷àéíûìè
ïðîöåññàìè, òåîðèÿ ìàðòèíãàëîâ, òåîðèÿ ïðîñà÷èâàíèÿ, ñëó÷àéíûå îïåðà-
òîðû, âåðîÿòíîñòíûå çàêîíîìåðíîñòè íà àëãåáðàè÷åñêèõ è òîïîëîãè÷åñêèõ
ñòðóêòóðàõ. Ýòè íàïðàâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò çíà÷èòåëüíûé îáùåòåîðåòè÷å-
ñêèé è ïðèêëàäíîé èíòåðåñ. Ïðàêòè÷åñêè èñòîðè÷åñêèé î÷åðê îãðàíè÷èâà-
åòñÿ âî âðåìåíè ñîðîêîâûìè ãîäàìè XX âåêà è òîëüêî îòäåëüíûå çàìå÷àíèÿ
îòíîñÿòñÿ ê áîëåå ïîçäíåìó âðåìåíè. ß íàäåþñü íà òî, ÷òî âîïðîñû èñòî-
ðèè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé çàèíòåðåñóþò íåêîòîðûõ ÷èòàòåëåé è èì óäàñòñÿ
ñóùåñòâåííî äîïîëíèòü íàñòîÿùèé î÷åðê â ðÿäå íàïðàâëåíèé.
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